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笔者 是 建筑 结构 学 从 韦 编辑 委员 之 一 ， 参 与 了 制定 时 书 的 出 版 计划 。 当 然 ， 最 初 是 设想 
外 兰 各 卷 能 全 面 反 映 建 筑 结 构 学 的 主要 领域 ， 而 及 做 到 其 伽 编 与 庶 用 篇 相互 平衡 。 但 是 随 质 
我 却 感 到 、 在 基础 编 中 应 当 有 一 卷 介绍 振动 的 基本 理论 。 特 别 古 最 近 超 高 层 建 筑 的 普及 、 电 
子 计算 机 的 飞跃 进步 等 事物 的 出 现 ， 超 出 了 当初 出 版 计划 的 预 契 ， 使 我 越发 感到 有 必要 出 版 
这 样 一 本 书 。 

前 年 夏天 ， 同 编辑 委员 会 商谈 之 后 ， 决 定 追 加 一 卷 美 于 振动 基础 内 容 的 书 。 曾 经 考 剖 过 
几 位 执笔 者 ， 但 是 出 于 邵 种 原因 ， 结 果 仿 由 我 本 人 来 担 笔 了 。 这 本 书 作为 从 书 中 的 一 卷 ， 却 
以 和 其 他 各 卷 稍 有 不 同 的 形式 问 丛 ， 原 固 就 在 于 此 。 

本 书简 单 取 名 为 “ 坂 动 理论 "， 热 而 内 容 具 限于 质点 系统 的 线性 据 动 ， 至 于 连续 体 以 及 非 
线性 振动 丝毫 没有 涉及 。 这 时 事先 予以 说 明 ， 以 玉 “ 挂 六 头 赤 狗肉 ”之 媒 。 

直到 前 年 汐止 ， 笔者 在 东京 大 学 工学 部 建筑 系 讲授 四 年 级 的 “建筑 振动 学 ”课程 ,另外 ， 
数 年 前 还 在 广岛 天 学 研究 生 院 讲授 过 振动 理论 。 这 些 课 程 的 讲 闵 构成 了 本 书 的 上 骨架 。 

笔者 虽然 从 事 过 许多 与 振动 有 革 的 研究 ， 但 并 不 是 振动 理论 专家 ， 因 此 十 分 担心 书 中 有 
考虑 不 周 或 错 退 之 处 。 但 原本 书 能 对 读者 起 到 一 点 作用 ， 加 时 韦 中 车 有 不 当 之 处 也 希望 各 位 
指正。 


大 崎 硕 彦 
1980 年 4 月 


中 文 版 序言 


笔者 在 长 期 的 研究 生涯 中 一 前 从事 建 筑 结构 学 中 有 关 建 筑 物 据 动 和 抗震 设计 方面 的 研 
定 ， 尤 其 关于 原子 能 发 电站 的 抗震 设计 、 地 基 与 结构 的 相互 作用 等 研究 领域 是 笔者 的 专业 。 
在 日 本 和 世界 各 国 ， 有 关 振 动 理论 的 应 用 方面 的 著作 很 多 ， 但 仅 就 最 基本 的 问题 进行 详 
幼 论 述 的 专著 却 似 平 意外 地 少见 。 笔 者 在 担任 东京 大 学 工学 部 建筑 学 科 的 教授 期 间 ， 有 时 作 
为 讲义 之 一 ， 讲 授 过 振动 理论 的 基本 知识 。 将 这 些 讲义 内 容 汇 总 起 来 后 ， 考 虚 到 都 是 些 很 重 
要 的 基础 知识 ， 或 许 会 对 更 多 的 人 有 用 ， 于 是 恒 在 1980 年 出 版 了 这 本 《振动 理论 )。 
本 书 的 特点 是 始终 中 实 于 介绍 基础 知识 的 原则 ， 内 容 只 限于 质点 系 的 线性 振动 ， 设 有 述 
及 连续 系统 和 非 线 性 振动 的 问题 。 此 外 ， 书 中 附 有 很 多 计算 机 程序 。 
承蒙 谢 礼 立 先生 的 努力 ， 使 本 书 中 文 版 得 以 顺利 出 版 ， 这 对 作者 来 说 是 一 件 令 人 十 分 高 
兴 的 事 ， 在 此 广 笛 译 者 表示 衷心 的 感谢 。 如 果 本 书 能 对 日 中 两 国 的 友好 和 学 术 交 流 起 一 点 铀 
芒 的 作用 ， 本 人 将 感 到 十 分 欣 奈 。 
大 暗 师 彦 
1988 年 6 月 


符号 一 鉴 表 


在 本 书 中 ， 凡 有 基数 量 的 特 号 ， 即 数值 可 变化 的 常数 、 变 量 、 国 数 和 下 标 等 光 用 任 体 字 
印刷 ! 数值 不 变化 的 常数 (如 圆周 率 二 、. 筷 数 革 位 1i .自然 对 数 的 底 * 和 著 ) 、 运 算 符号 【〔 贡 isin 
者 示 微 分 的 d 等 )》 和 表示 单位 的 符 导 均 几 正体 《罗马 ) 字 印 剧 ， 这 样 恒 能 区 别 开 表 示 质 点 诈 
号 的 和 表示 虚数 单位 的 i ， 表 示 时 间 的 上 和 表示 单位 的 + 〈 吨 }, 表 示 沾 工 轴 方 向 的 位 移 > 
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此 外 ， 对 于 如 dey dt 一 类 的 表示 波 ， 昌 扒 在 本 书 中 未 曾 出 现 ， 但 也 不 会 产生 误解 。 
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第 一 章 ”动力 学 基础 
i.1 运动 与 坐标 
一 般 说 来 ， 某 个 点 经 过 一 定时 间 后 位 置 发 生 称 动 的 现象 称 为 运动 。 为 表示 位 置 的 移动 ， 
必须 用 坐标 系 作为 度量 基准 。 


运动 点 位 置 的 称 动量 岂 位 称 ， 位 称 辽 时 间 的 变化 率 为 速度 ， 带 度 随 时 向 的 变化 认为 加 速 
度 。 设 点 作 直 线 运 动 的 时 间 为 1 、 位 移 为 x*， 出 
速 座 vy =dx/dt=z (a) 
加 囊 座 a=do/ di 一 dix/dti 一 ¥ (by) 
一 艇 将 论述 运动 与 相 革 供用 力 册 关系 的 力学 分 支 称 为 动力 学 。 
如 果 以 厘米 【cm) 为 单位 认 量 位 称 , 出 如 式 
《a) 及 式 (b) 所 示 ， 带 度 章 位 是 厘米 /种 (cm/  : 
s)， 加 速度 单位 是 厘米 / 种 区 cmys2)， 亦 称 作 徊 
(gal). : 
通常 用 图 1,1( a ) 所 示 的 右手 直角 上 坐标 系 作 
为 表示 点 空间 位 置 的 坐标 系 。 假 定 xY 面 为 设置 建 7 
筑 物 的 水 平地 面 、 划 z 轴 垂 直 指向 上 方 。 只 分 析 一 
建筑 物 在 平面 内 的 运动 了 时， 可 以 用 图 1,1(b) 所 a) 
示 的 平面 浴 标 系 。 由 于 这 时 用 不 着 些 标 了》， 宪 本 


书 中 若 不 作 特 别 说 明 ， 就 以 了 表示 方向 的 地 面 
位 移 。 图 1.1 坐标 系 


内 标的 概念 不 仅仅 是 像 《x，y，z) 或 (x，z) 那样 ， 用 洛 举 标 加 方向 的 长 度量 纲 表示 
点 的 空间 位 置 ， 而 且 还 用 子 更 广义 的 情况 。 为 表示 点 的 位 置 ， 在 报 坐 标 表示 方法 中 用 角度 ， 
所 以 角度 也 可 看 作 是 一 种 坐标 。 我 们 规定 在 xz 平 而 内 角度 坐标 的 正 疝 为 滞 了 加 正 向 前 进 的 右 
施 方 向 ， 即 图 ( b ) 中 箭头 表示 的 方向 ， 并 以 弧度 (rad) 为 单位 。 因 此 角速度 单位 为 弧度 /种 
(rad/s)}， 角 加 速度 为 弧度 / 移 :《rad/s?) 。 

描述 由 构件 或 多 个 构件 组 成 的 结构 物 并 作 力 学 分 析 用 的 模型 ， 称 之 为 结构 系统 ， 或 简称 
为 系统 。 本 书 主要 研究 对 象 是 质点 系统 。 这 是 结构 物 的 极端 简单 的 理想 化 系统 。 若 系统 有 上 
个 可 能 的 运动 方向 ， 则 称 为 具有 nn 个 自由 度 。 
”具有 nn 个 自由 旗 的 系统 中 各 点 的 位 置 ， 也 就 是 系统 的 状态 ， 可 以 用 "个 互相 负 立 的 变 时 
来 完全 天 过 。 这 些 独立 的 变 景 包 是 一 种 从 标 ， 称 为 广义 坐标 。 如 上 所 述 ， 广 义 杏 标 可 以 取 长 
度量 纲 的 量 ， 也 可 以 用 角 谋 表示。 

两 端 加 支 ， 长 度 为 工 并 置 于 x 方向 的 物件 的 撞 谋 用 形 如 


如 
KE 
:= Dsn(E) Ce) 
KE= 1 
的 富里 误 级 数 形 示 。 一 旦 确定 了 as, 挠 座 z 的 形状 就 完全 确定 了 ,因而 这 时 种 系数 0 (【 一 1， 
3…) 就 是 广义 盘 标 。 如 式 (c ) 所 示 ， 系 数 Qas 有 无 限 多 个 ， 因 而 像 访 构件 这 样 的 圳 续 系 统 
的 自由 度数 目 一 般 是 无 限 大 。 如 困 膨 物件 上 有 限 个 离散 点 ， 比 如 个 点 的 位 称 来 近 极 表示 它 
的 接 座 ， 凤 将 构件 作为 褒 获 系统 来 处 理 ， 旭 人 性 的 自由 许 海 及 ， 式 (5 ) 中 只 取 开 项 而 成 为 有 限 
富里 衣 级 数 。 

式 ( 5 ) 中 的 抄 诬 是 用 正 继 轩 数 表 未 的， 还 可 以 肝 满 是 两 端 边 界 条 件 的 性 意 已 知 函 数 

(x) 来 表示 

二 >) 下 而 ) 


KkK=i 
这 和 肘 bx 也 是 广义 华 标 ， 函 数 ( x ) 称 为 形 表 数 。 
图 1,? 洗 示 一 个 位 移 随时 间 变 化 的 例子 。 在 这 种 情况 下 ， 时 间 也 用 坐标 表示 。 一 般 某 种 
量 用 时 间 的 函数 表示 于 ， 球 之 为 时 间 过 程 或 简称 时 程 。 时 程 可 以 用 肘 间 的 连续 函数 表示 ， 也 
可以 用 以 某 个 时 和 间 段 为 间隔 的 离 珊 值 表 示 。 
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肝癌 (s) ， 
图 1.2 位 移 时 程 


对 具有 #t 个 自由 度 的 系 统 ， 描 述 其 振动 时 实际 位 移 的 代 标 xi、 知 、 人 … 知 可 以 用 2 人， 
at) dg (25) 等 独立 的 时 间 函 数 的 线性 组 合 表示 为 
区 一 玫 1 十 本 “23339527 二- en M1 
Xela tu a sn 二 Wa "on? (d y 


X=Mn cg pw, gt 下 人 二 Wn? 

当 系 数 w (j=1，2"*n ) 确 定 后 ， 可 以 由 冰 数 8 站 (jf 一 1，2…) 定 出所 有 的 些 标 X:， 
因而 可 以 完 爹 描述 系统 的 状态 。9“**(1} 也 是 广义 举 标 。 这 里 把 时 间 函 数 看 成 是 一 种 坐标 。 式 
(4a ) 表 示 由 nn 维 坐 标 x: 转 换 为 同样 是 级 坐标 4 的 举 标 变换 关系。 

特别 当 双 > 请 是 一 定 条 件 时 ， 广 尽 坐 标 g( 了 一 1，2…7) 可 和 分别 表示 简 谐 振动 。 这 类 
分 别 表示 简 谐 据 动 的 广义 坐标 称 为 正则 华 标 。 这 种 情况 下 ， 式 ( a ) 表 示 将 复杂 的 运动 分 解 为 
单纯 的 简谱 运动 。 

在 动力 学 中 将 坐标 的 意义 作 如 此 极为 广义 的 理解 ， 特 别 是 式 (d) 的 坐标 变换 和 正则 坐标 
的 氢 念 在 本 书 中 到 常 出 现 ， 在 结构 系统 的 振动 分 析 中 起 着 重要 的 作用 。 


量 2 和 


1.2 和 牛顿 运动 定律 与 运动 方程 式 


众所周知 ， 运 动 与 作用 力 的 关系 是 牛 颗 确立 的， 归纳 为 如 下 三 个 相 本 害 律 ， 
第 一 定律 : 静止 或 作 么 速 直 线 运动 的 物体 ， 在 无 外 力作 用 时 ， 保 持原 状态 不 变 。 
第 二 定律 ， 速 度 的 变化 即 加 速 府 与 作用 为 的 大 小 成 比 俐 ， 与 作用 为 同 向 。 

第 三 定律 ， 作 用 力 与 反作用 力 大 小 相等 ， 方 向 相反 。 


上 述 定律 称 为 牛顿 运动 定律 。 
令 加 速度 为 a， 作 用 力 为 P 《单位 ，t )， 将 第 二 定律 用 公式 表示 有 a cc 已 ， 设 比例 党 
数 为 1 /mh， 则 第 二 定律 可 天 示 成 
a=(1/m)P (a) 
或 
P=ma (1.17 


式 ( a ) 中 比例 归 数 的 倒数 认为 质量 。 
表示 牛顿 第 二 定律 的 式 ( a ) 也 可 以 看 作 是 质 量 的 定义 ， 因 而 质量 的 单位 起 吨 ' 秒 厘米 
《tcemjo 
同样 ， 牛 顿 第 二 定律 的 表述 式 (1.1) 称 为 运动 方程 ， 是 描述 运动 现象 的 所 有 方程 式 的 
原型 


1.3” 达 朗 贝 尔 原 理 与 惯性 力 


和 将 运动 方程 (1.1) 称 项 得 
{—ma)t+ P=0 {1.2) 

形式 上 表示 【一 mo] 及 P 两 个 力 互 相 平 衡 。 这 时 称 《 一 ma) 为 价 性 力 ， 或 惯性 抵抗 力 。 

这 样 一 来 ， 即 使 对 于 具有 加 速度 的 运动 物体 ， 只 要 考虑 包谷 惯性 力 在 内 的 力 平 衡 ， 就 可 
以 将 动力 问题 当成 静 力 平衡 问题 来 处 理 ， 这 称 之 为 述 庚 内 尔 原 理 。 从 式 (1.1》 到 (1.2) 在 
数学 上 只 不 过 是 单纯 的 称 项 ， 但 在 物理 意 六 上， 是 将 运动 中 止 ， 把 动力 学 当成 静 力 学 一 样 米 
考虑 ， 具 有 重要 音 久 。 另 一 方面 ， 在 平衡 方程 中 必须 考虑 所 谓 慎 性 力 ， 又 是 与 静 力 学 本 质 不 
间 的 动力 学 特征 。 

式 《1.2》 中 力 P 不 仅 具 是 作用 在 质量 上 的 外 力 ， 还 包 揪 除 抵抗 加 速度 的 惯性 力 外 的 所 
有 有力， 如 抵抗 位 称 的 司 复 为 ， 拭 抗 速度 的 阻尼 力 等 。 


第 二 章 ”单质 点 系统 的 振动 


本 章 及 下 一 旭 将 详细 讨论 单质 点 系统 振动 的 有 关 河 题 。 单 质点 系 是 最 简单 的 振动 系统 ， 
没有 比 它 更 简单 的 系统 了 。 伯 是 由 分 析 单 质点 系 的 运动 特征 可 以 学 到 非常 多 的 振动 名 识 。 

一 般 不 能 将 实际 的 结构 物 当成 单质 点 系 处 理 ， 关 多 要 处 理 成 有 大量 质点 数 的 多 质点 系 
统 。 但 如 第 六 音 所 述 ， 不 管 多 么 复杂 的 质点 系 ， 其 振动 在 一 定 条 件 下 可 以 分 解 为 单质 点 系 的 
振动 再 又 加。 因此 单质 点 系 的 振动 是 所 有 振动 分 析 理 论 的 基础 。 


2.1 单质 点 系统 模型 


将 物体 的 全 部 质量 集中 在 重心 ， 以 重心 的 位 置 和 迁 动 代表 物体 的 位 置 和 运动 ， 这 时 质量 
集中 处 的 几何 点 称 为 质点 。 用 无 质量 构件 联结 质点 所 形成 的 力学 系统 称 为 质点 系统 。 

单质 点 系统 如 图 2.1( a ) 所 示 ， 这 是 一 个 将 单个 质点 由 无 质量 构件 与 无 限 出 的 地 基 或 结 
构 物 其 他 部 分 相连 结 的 质点 系统 。 只 是 为 了 恒 于 图 示 ， 质 点 没有 用 几何 点 ， 而 是 用 一 定 大 小 
的 质量 块 表示 。 此 处 ， 如 图 2.1(b ) 所 未， 质 点 只 在 水 平方 向 移动 ， 迁 直方 向 上 没有 位 移 。 
质点 的 质量 为 m， 设 支持 质点 的 构件 为 具有 一 定 弹 舞 常数 《单位 ，t/em) 的 弹簧 ， 则 当 质 
点 发 生 位 移 x (单位 ， cm) 时， 弹簧 便 产生 弹性 力 kx 单位， 辆 (t))。 这 个 弹 以 力 阻止 发 生 
位 移 ， 作 用 方向 是 使 质点 回 到 图 2.1( a ) 所 示 的 平生 位 置 上 ， 故 称 为 恢复 力 或 弹性 反 力 。 

质点 原来 是 几何 点 ， 没 有 必要 考虑 转动 或 对 转动 的 惯性 反 力 。 或 者 说 这 时 各 图 2.2( 8 ) 
所 示 ， 即 使 是 具有 一 定 尺寸 的 质量 块 ， 也 
假定 它 不 转动 或 有 使 它 不 能 转动 的 约束 ， 
这 无 非 是 为 使 问题 简化 。 这 种 只 考虑 水 平 
位 移 而 不 考虑 转动 的 系统 变形 状态 叫 剪 切 
型 。 与 此 相对 应 ， 除 水 平 位 移 外 膛 考 虚 转 
动 的 变形 状态 称 为 弯曲 药 切 型。 


to) {d} _ 


图 2.1 单质 点 系 模型 图 2-2 草 切 型 位 欧 


类 


但 尾 即 使 是 音声 型 运动 ， 并 不 一 定 意 味 着 弹 先 或 由 弹 欠 代表 欧 实 际 构 件 上 只 有 图 2.2( 3a) 
那样 纯 秩 的 瘟 切 变形 。 只 村 不 考 虚 质点 的 转动 ， 即 使 弹簧 作 纯 粹 的 弯曲 变形 ， 苞 体 仍然 是 前 
切 变形 ， 如 图 2.2(b ) 所 示 。 在 实际 的 建筑 物 中 ， 如 所 周知 ， 只 要 不 是 极 得 的 柱 或 雯 ， 水平 
位 移 天 部 分 是 由 武直 梅 件 的 弯曲 变形 而 引起 的 ， 可 以 忽略 出 剪 切 变形 引起 的 水 平 位 移 。 

图 2.1(a 及 (b) 所 示 弹 赞 的 弹性 一 般 分 布 在 弹簧 的 全 长 上。 车 将 挤 筑 的 作用 集中 于 一 处 ， 
可 以 把 单 篆 由 度 系 统 表示 如 图 2.1 欧 (5 ) 及 (a )。 为 强调 不 使 质量 部 分 发 生 转 动 ， 并 更 像 建筑 
物 的 模型 ,许多 教科 书 采 用 图 (6 }) 所 示 的 单质 点 系统 模型 ,其实 这 种 模 弄 也 会 在 产 自 水 平 位 移 
的 同时 伴随 有 很 小 的 紧 向 变形 。 扬 以 捅 述 单 质点 系统 的 模型 以 图 2.1(f ) 所 示 为 最 合 硅 。 但 
建筑 物 动力 分 术 中 不 太 习 惯 坦 这 个 模型 ， 本 书 对 单质 成 系 或 多 质点 系 主要 采用 图 2,1( a )， 
《b ) 或 Le ) 的 描述 方 革 。 


2.2 自由 振动 


存 无 外 力作 用 下 ， 而 用 系统 的 底部 即 基 础 内 定 不 动 时 的 振动 称 为 让 出 气动。 与 此 相反， 
当 系 统 有 外 力作 用 了 时， 或 如 邮 震 时 那样， 基底 以 其 种 加 速度 运动 时 的 振动 称 为 强迫 振动 。 自 
由 振动 是 受 系 统 国 有 特性 支配 的 ， 与 强 追 振动 的 性 质 也 有 重要 关系 。 
2.2.1 运动 方程 式 及 其 解 
将 图 2,1( 3) 及 (b) 的 单质 点 系 开 画 在 图 2 ,3 中 ， 图 中 
m: 质量 (单位 ， t's*/cm) 
， 弹 筑 常 数 【( 划 位 ，t/cm)》 
x， 位 称 《单位 ， cm) 
坐标 系 与 图 1,1(b) 一 狐 ， 内 考 虚 Xx 方向 ， 位移、 加 速度 和 作用 力 都 以 x 轴 正 方向 ， 由 图 中 
向 右 的 方向 为 正 。 
这 时 在 运动 方程 (1.2》 中 惯性 力 为 
一 WO 一 一 枚 半 (2.1) m 
因为 疫 有 外 力 ， 作 上 用 在 质点 上 的 为 只 有 与 位 移 成 
比例 的 弹 赞 恢复 力 ， 在 图 中 向 左 作 用 ， 所 以 E 
Pe=—kx (2.2) 


则 式 (1,.2》 成 


一 俏 东 一 Je 一 0 (2.3) 
图 ?.3 单质 点 系 的 手动 


例 主 十 Kx 王 0 (2,.4) 


郎 


或 以 二 除 之 ， 且 设 
5=VEm (单位: rad/s) (2.5) 


则 有 加 
者 十 面 2 玉 一 站 {2.6) 


一 般 地 ， 当 x 是 变量 娩 阔 数 时 ， 形 如 


dr dr d 
TP er +t P(t) -Ge +Polt)x—Q(t) 


的 微分 方程 称 为 线性 # 阶 常 微分 方程 ， 特 别 当 8 (1) 二 0 时 称 为 是 齐 次 的 。 此 外 ， 在 式 【2.6) 
中 ，x 的 系数 a 是 不 含 变量 1 的 常数 ,这 时 线性 阶 齐 次 微分 方程 式 有 个 线性 无 关 的 特 解 ， 
这 些 特 解 的 线性 组 合 为 方程 的 通 解 。 

设 cJ， Cs:0s 为 常数， 在 个 1 的 汞 数 x1， xz-…xs 的 线性 组 合 ， 册 CX 十 C2X2 十 "十 CaXn 
中 ， 只 有 当 ci 一 cz 一 … 一 cv 一 0 时 

Ci 十 CaxXa 十 六 十 Cexas 站 

才 成 立 ， 这 时 xi，x…x, 称 为 线性 独立 或 线性 无 关 。 一 般 为 使 X,，x;*…xs 线 性 无 关 ， 必 须 满 
足 


尘 00 (2.7) 


Ei Ee TT Fr 


XX 


尔 数 WV(E ) 称 为 朗 斯 菇 《wronski》 行列 式 或 朗 斯 基 式 。 

式 【2.6) 为 线性 二 阶 常 系 数 齐 深 常 微分 方程 ， 有 两 个 线性 无 关 的 解 ， 其 线性 组 合 为 方 
程 的 通 解 ， 具 体形 式 为 
Xl— COSot 

Xz ms SN mt } (a) 
其 中 每 一 个 都 是 式 《2.6》 的 解 ， 代 人 原 式 很 容易 得 到 验证 。 与 式 ( a ) 中 x,，x%s 有 关 的 朗 斯 基 
行列 式 为 
COsmt sin mt 

一 | —iHsinot Toosmt ] 
一 硬 (COS25f 十 Sin251) 二 盏 车 


硕 X ,与 x 线性 元 关 。 因 而 微分 方程 (2.6) 的 通 解 为 它们 的 线性 组 合 


xX ACOSDt BAInaot (2.8) 
这 样 恒 求 得 了 作为 时 间 上 的 是 数 的 质点 位 移 。 将 式 〈《2.8) 对 时 间 微 分 得 质点 速度 
j=—AjsinotBocosst (2.9) 
式 (2.8) 和 (2.9) 中 移 常 数 4，B 就 是 所 说 积分 常数 ， 根 据 给 定 t+ 一 0 时 的 初始 兼 件 可 确定 
其 慎 。 
.2.2.2 初始 条 件 


(1) 初始 条 尾 ，x(0) 一 x (0)= 二 0 
表示 给 质点 应 位 移 z, 并 于 上 = 0 时 释放 。 将 t+ 二 0 代入 式 (2.8) 得 入 二 Xn， 令 式 (2,9) 
中 t= 二 0 得 B= 0， 由 此 可 确定 常数 4 和 8B8，、 将 这 些 值 代入 通 解 (2.8) 中 ， 得 到 和 运动 位 移 的 
表达 式 为 
和。 (a) 
(2 ) 和 初始 条 件 : xt0)= 二 xo (0) 二 
表示 给 质点 以 位 移 zo, 在 上 一 0 时 使 之 有 初速 度 #o 并 释放 。 令 式 42.8 中 了 上 一 0 得 4 一 xz 
由 式 (2.9) 得 恕 百 一 各 ， 即 站 一 2oy/55， 式 《2.8)》 变 成 
XxX =XoCOs jt (fo) sinat {2.10) 


前 面 的 式 (s ) 不 过 是 式 (2,.10) 在 3 一 0 时 的 特殊 情形 。 
a 二 下 


+ 


式 《2.10》 还 可 以 写成 


x = Xt (o/s5) C08 (Gt+$) (b) 
或 者 是 
x —=XCOS{Ht 二 0) (2.11) 
这 里 
X= Xt/ ES) ,arctan( ~ TX) (2.12) 


由 式 (b ) 或 式 《2.11)》 所 表达 的 位 移 时 程 出 图 形 表 示 如 图 2,4。 
{3 )》 来 给 出 特定 初始 笨 件 的 ， 回 到 大 
式 (2.8)， 有 二 站 to8 Bt 十 Banjt。 世 可 也 
容 硬 
x 一 发 Cos 【本 十 由) (2.13) 
这 里 
Xv ATB,G—arctan( —B/A) 
{2.14) 
2.2.5 扰动 特性 
用 图 2,4 表 示 初 始 和 无 件 为 x(0) 二 x 
(0) 一 2 时 单质 点 系 的 位 移 时 程 。 如 图 所 示 ， | 
位 移 不 断 在 士 斑 阅 反 复 变 化 。 半 种 量 围 绕 中 图 3.4 初始 条 件 为 < 0 ) 一 xo*x(0) 一 xo 时 
性 轴 不 断 反 复 正 负 变化 的 现象 归 为 振动 ， 控 的 自由 振动 
动量 的 摆动 幅 诬 《这 时 是 位 移民) 称 为 揪 幅 。 当 然 ， 环 0 即 表 示 正 值 。 将 正 负 两 侧 的 把 动 
巾 话 合 在 一 起 表示 振动 范围 时 , 称 ? 改 访 全 振 巾 。 式 (2.11 中 的 三 十 出 称 为 相位 , 焉 以 角 弃 衡 量 
称 为 相 ( 位 } 角 。 将 相位 对 时 间 微 分 ,出 相位 变化 的 速度 称 为 相 速 度 , 其 值 由 式 《2.5) 给 定 ， 即 
而 一 兴兵 AN 《单位 : rad/sa) 《2.15》 


称 为 系统 的 因 有 圆 频率 。 
在 式 《2.11) 中 
COS (Bt 二 十) 二 Cos (1 十 外 十 27)} 二 Cos [5( 十 22/H) 十 为) 
就 是 说 每 经 过 时 间 27x/E 将 型 现 相同 的 相 位， 由 图 2.4 看 得 很 清楚 ， 辐 一 相位 反复 出 现 的 了 时 诗 
间隔 为 
P=2m/n {单位 5) {2,16}. 

称 为 振动 的 固有 有 周期， 其 倒数 为 

v= 1 {单位 : 1/S，Hz 或 cps) (2.17) 
称 为 固有 频率 ， 表 示 同 一 相位 在 一 秒 内 出 现 的 次 数 。 单 位 Hz 是 Hertz 的 缩写 ， 单 位 cps 是 每 秒 
儿 周 (cycles per second) 的 缩写 。 


固有 周期 、 固 有 频率 及 固有 阅 频 率 之 间 的 关系 沟 
T=i/y=2X/G 
y=1/T=0/2x | (2.18) 
天 一 2 /T=2nY 
出 式 《2.15) 得 到 P=2xV mR 
s/n Emm} 


由 式 《2.19) 或 (2.15) 可 阁 ， 男 有 周期 、 固 有 矣 率 和 国有 圆 频率 都 由 系统 的 固有 盾 决 
定 ， 与 初始 条 件 、 振 幅 竺 无关。 

相位 三 十 和 中 出 现 的 币 称 为 相位 延 妈 。 它 的 含 浆 是 把 由 式 〈2.11) 表示 的 振动 x 一 Xcos 
x {at 十 中】 与 以 上 = 二 0 了 时 的 振动 姥 

X =OOS Gt Ca) 

为 基 谁 相 比 时 ， 同 一 相 位 出 现 的 时 疗 差 。 册 式 
《2.12》 可知， 相位 延 氨 随 初 始 条 件 而 变 . 图 3.5 
为 儿 人 外 典型 相位 延迟 的 例子 。 图 中 以 虚线 表示 基 
谁 扳 动 。 如 图 所 示 ，;， 相位 延迟 通常 由 0 入 中 扎 27 
启 的 正 角 度 表 示 。 

图 2.5 中 ， 横 轴 由 量 纲 为 tad 的 a1 天 示 ， 相 位 
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延迟 用 时 间 表 示 为 $6/5( 单 位 ，s)。 图 2.5 中 的 横 轴 0 
二 妈 疼 频率 与 时 间 的 乘积 称 为 无 量 风 时间， 在 用 
图 形 下 了 示 振 动 现象 叶 ， 觉 常用 它 代 炎 实 际 的 时 间 
珊 。 
【例题 2.11 计算 mm 一 0.055t-si/cm，K 二 
120t/em 的 单质 点 系 的 各 种 振动 特性。 2 人 0 
【 解 ] 由 式 《2.15) 得 
网 有 癌 频 率 ”=vV kjm 一 w12670.055 
—A46.71irad/s 
叉 由 式 《2.18) 得 本 
天 玉昌 


国有 周期 T—2T/G 2 /46,71 =0,134s 

间 有 频率 T=1/F=1/0,.134=7.43Hz 

[例题 2.2】 求 例题 2.1 中 初始 位移 %, 二 
0.25cm, 初始 速度 为 0 二 10cm/s 时 的 位 移 时 程 。 

[ 解 ] 由 式 《2,12) 得 

振幅 KV Kt/ = (0.25 和 3 十 (10746.71)3 0 .329cm 

相 人 角 $=arctan(—io/ixo) =arctan(—i0/46.71/0.25})—5.575rad 


又 内 式 《2.11) 得 


图 2.5 ”相位 延迟 


x =0.329008 (46,.71t+5,.575)}¢cm 

【例题 2.5 将 例题 [2,1 的 质点 系 放 倒 ，、 由 自重 引起 的 抄底 为 Xlcm)， 求 樟 论 Xx, 与 系统 
固有 周期 PT( 8 ) 间 的 关系 。 

[ 解 ] 质点 系 放 倒 后 ， 式 (2.3) 中 惯性 为 项 (一 mzx) 由 质点 重 景 W 一 mg 代替 。 此 时 平衡 
方程 为 mg 一 Kx 一 0 ， 即 ;天 二 xX。/8。 将 叱 式 代 和 人 计算 固有 周期 的 式 (2,.19) 可 得 人 一 2xV my/ 下 
一 27V XE 二 27 X980 一 0,2007Y x,， 可 得 到 如 下 近似 关系 

Tv XS 

2.2.4 失 量 表示 

矢量 是 具有 关 小 和 方向 的 其 ， 与 只 有 大 小 贞 用 一 个 数值 完全 家 夺 的 标量 不 和 邮 。 欠 景 
在 几何 上 用 带 方向 的 线段 表示 。 特 别 是 由 坐标 原点 出 发 指向 基点 的 和 拓 其 称 为 位 置 笑 最 。 


本 如 


自 。 补 栖 性 

次 单质 点 系 竹 ? = 二 0 时 给 定 初 始末 件 为 红 六 ] 一 加 于 0) 一 加 。 这 时 王 为 相 速 诬 吕 率 总 
的 国有 有关 频率 。 在 贸 2.6 的 直角 上 坐标 (x，2) 上 ， 考 虚 加 及 吉 取 各 种 正 负 值 的 铺 部 ， 民 儿 性 初 
始 位 称 *0， 热 埋 为 与 初速 度 对 应 的 一 疝 /5， 设 表示 固定 点 

(xo， 一 Zo/6》 的 位 置 矢量 为 下 ,图 2 .6 表示 六 0 ,$0 之 0， 
其 位 置 矢 量 在 第 一 象 跟 时 的 畏 形 。 
和 基 量 长 度 即 绝对 值 为 ] 天 | 一 大 十 (5 证) 。 由 式 
(2.12) 可 知 这 就 是 位 移 的 振 晤 ， 因 而 该 矢量 称 为 位 移 矢 
量 。 

设 位 置 和 拓 景 蔷 与 x 轴 的 夹 般 为 由 ， 则 征 =arctan( 一 
ko)， 由 式 《2.12)》 可 知 它 是 相位 延迟 由 的 表 达 式 。 
由 值 由 初始 值 决定 ， 因 而 称 为 初 相位 。 一 般 在 由 式 《2.8) 图 2.6 位 移 天 最 与 初 相位 

x =Acogot Boinot {a) 
表示 的 据 动 中 ， 邵 式 《2,14) 所 示 可 寄 成 四 二 arctan( 一 B/A4)。 

部 本 2.6 中 箭头 所 示 ， 角 下 苑 初 相 位 基 反 工 畏 出 发 到了 时 针 方 商 度量 ， 因 而 初 相 位 通常 用 
0 扫 由 过 2r 的 正 值 表示 。 在 包含 图 2.6 中 未 
画 出 的 > 轴 【与 纸 面 垂直 ) 在 内 的 右手 系 经 。 2<e 
中 ， 角 论 也 以 右 族 对 应 轴 正 癌 旋 进 为 正 
疝 ， 仍 保 持 右 手 系 的 原则 。 按 此 规定 ,图 2.5 
中 的 四 ,中 ps， 和 表示 的 初 相 人 第 分 别 落 在 第 
1， 2 3， 4 象限 ,这 古 与 各 自 的 xz 此 io 的 正 
负 取 值 一 一 或 更 一 般 的 与 式 {(a) 中 的 系数 .so 


丰 ，B 的 正人 负 值 一 一 相对 应 的 。 4<0 了 > 

表示 初 相位 矢量 位 置 的 图 形 称 为 相位 
钟 。 只 是 要 注意 如 前 所 述 这 个 钟 的 正 角 是 按 
反 时 针 向 计算 的 。 由 图 2.5 给 出 的 各 振动 的 ~ 
相位 钟 分 别 示 于 图 2.7 中 。 7 


- b。 转 动 失重 

下 面 考 虑 图 2.6 中 的 极 坐 标 系 ， 取 原 点 图 ?7 相位 钟 
0 为 极 点 ，Dzx 为 基线 。 设 矢量 以 等 于 相 速度 5 的 划 速 度 , 畏 绕 极 点 O 为 中 心 , 从 所 在 位 置 开 
始 作 反 时 针 间 转动 。 到 t 时 肇 矢量 位 于 图 2.8(a) 中 的 DA 位 置 上 ， 此 时 矢量 与 基线 Ox 所 成 的 
角度 为 相 角 三 十 6， 在 基线 上 的 投影 为 

| 天 1 pog (wt 二 下) 一 Vx {20/5)* cos (wt 十 办 ) 

这 就 是 (2.11) 式 所 下 示 的 振动 。 四 _ 

参照 图 2.6， 考 虑 图 2.8( b ) 所 示 的 几何 关系 ， 有 DB 一 xocosat 及 CB 一 (一 0/5)sinat， 
因 疝 0C 二 OB 十 BC 一 wcosif 十 (#0/5)sin5t， 图 2.8({ a ) 中 转动 矢量 在 基线 上 的 投影 就 
是 (2.10) 式 所 示 的 振动 。 

矢量 转动 速度 为 5{ 单 位 ，rag/s)， 因 而 转 一 周 的 时 间 为 2x/5( 单 位 ，s)， 即 为 式 (2,16) 
的 轿 有 周期 。 这 样 单质 点 系 的 自由 振动 位 移 完全 可 以 用 具有 一 定 长 度 并 按 一 定 角 速度 转动 
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的 矢量 来 表示 。 
下 面 考 虚 共有 同一 加 频 淋 5， 不 同 初 相信 由 及 5 的 两 个 振动 
Xl 一 疼 |COS 【本 十 中) 
Xs O008 (HE 二 $1) (5b) 
振幅 蕊 ,及 :未必 相 同 。 如 图 2.9 所 示 ， 这 画 个 振 动 可 以 用 转动 矢量 苇 , 及 奈 , 表 示 。 几 于 角速度 
下 相同 ， 两 个 矢量 在 转动 中 相对 位 置 不 变 ， 两 矢量 癌 夹 戎 总 是 硬 一 由 。 


ta 
图 2.8 转动 插 量 图 2.9 网 个 转动 多 量 和 相位 着 
这 个 角 状 由 一 旺 即 式 《b ) 所 水 两 拉动 重 初 相 位 的 差 ， 通 常 称 为 相位 莽 或 者 称 为 相位 偏 
蒜 。 加 前 所 述 ， 初 相位 四 及 名: 都 是 出 0 志 轴 ， 四 之 2T 范 围 的 正 们 表示 ， 所 以 振动 X%, 相 对 于 振 
动 %% 的 相位 差 和 一 由 为 
0<< 中 一 中 2 各 及 一 2 之 中 一 中 ;之 一 时 称 为 胡 人 超前 
工人 下 0 时 称 为 粗 位 河 后 
以 某 矢 量 为 基 礁 ， 用 图 形 表 示 其 他 矢量 的 相位 羞 时 ， 可 以 将 基 崔 矢量 固定 在 基线 上 ， 这 
时 仍 可 使 用 图 2.? 所 示 的 相位 锅 。 当 然 ， 相 位 超前 时 指针 在 第 1， 2 象限 ， 浙 后 时 在 第 3， 4 
象限 。 
在 仅 讨 论 条 量 大 小 和 相位 盖 时 ， 也 可 以 比较 量 网 不 同 的 量 。 比 如 筷 由 振动 位 移 的 通 解 为 
式 《2.11) 时 


x OO8 (Gt 十 由 ) {2.20) 
对 了 时间 +t 微分 得 速度 # 二 一 5 关 sin (本 十 加， 即 
上 二 和 CO8 (wt 十 名 十 /2) (2.21) 


即 速度 振幅 为 互 ， 将 式 《2.20) 与 【2.21) 比较 ， 可 见 速 度 的 相位 比 位 移 相 位 要 超前 </2， 
因而 速 庶 可 用 长 度 为 位 欧 闪 景 的 5 悦 、 相 位 差 为 */2 的 笑 量 即 巡 度 医 景 来 志 示 。 
将 速度 再 对 时 间 上 微分 得 加 速度 
一 一 证 ?2XCO8 (5t 十 由) 或 
4 GXOo0g (Gt 十 由 二 x) (2.22) 
因而 加 速度 振幅 为 5:X， 它 的 相位 比 式 (2.20) 的 位 移 相位 要 超前 r。 表 示 加 速度 的 矢量 称 
为 加 速度 和 失 量 。 
如 上 所 述 ， 式 《2.11》 所 示 的 单质 点 系 自由 振动 解 是 简 谐振 动 ， 它 对 时 间 每 微分 一 次 ， 


* 10 。， 


一 


振幅 增 厌 豆 倍 ， 相 季 也 超前 2。 将 位 移 、 速 度 和 贡 速 度 放 示 在 同一 全 款 辕 上 时 ， 如 财 ?， 
A 

在 同一 极 坐 标 上 上, 将 位 称 、 速 座 太 加 速度 出 省 自 的 转动 和 失 基 表示 如 图 2,11( a 所 示 , 相 对 
于 位 称 矢 量 来 说 ， 速 度 矢 量 及 加 速度 矢量 的 相 位 分别 逐 个 超前 Tz/2 而 相互 正 交 ， 这 三 个 所 基 
就 这 样 保 持 正 交 并 以 角速度 6 转动 。 

式 《2。1) 所 示 的 惯性 力 为 一 六 上 由 式 【2.22) 


0 所 


得 
惯性 为 二 mi ?cos (at 十 示 ) 
此 外 由 式 《2.2) 所 未 ， 恢复 力 为 一 kx， 由 蕊 
(2.20) 得 
恢复 力 一 一 KKCos (车 十 而) 一 kXCOS (Ht 二 + 十 开 ) 
因而 将 悍 性 为 与 忌 复 力 用 矢量 表示 轩 如 图 2,11 
《Pb ) 所 示 。 丰 位 差 为 rr， 两 矢量 区 癌 。 又 由 式 
《2.5) 肿 m5 二 可知, 两 矢量 大 小 相 禾 ， 惯 性 
力 与 恢复 力 总 是 保持 和 平衡， 这 表明 式 《2.4) 的 
关系 是 成 立 的 。 图 2.10 ”自由 振动 的 加 速度 ,速度 和 位 殉 、 


所 性 汶 


(b} 


和 败 2 ,11 转动 笑 量 


2.2.6 加 数 表示 
单质 点 系 自由 振动 的 微分 方程 式 《2,6) 即 


时 十 52% 二 放 22.23) 
的 解 可 表示 为 具有 一 定 振幅 、 阅 频率 和 一 定 初 相位 的 时 间 上 的 余 带 函数 
x 一 Xeosf 5f 十 站 ) (a) 


这 个 振动 如 图 2.8( 8 ) 所 示 ， 是 长 外 的 转动 和 拓 性 在 x 轴 上 的 投影 。 
同样 ， 也 可 以 考虑 Xsin (at 十 由 形式 的 正弦 羡 数 所 表示 的 振动 ， 它 也 满足 搬 分 方程 
{2.23)。 在 图 2.8( & ) 上 上 考 错 与 zx 韩正 充 的 Dy 轴 ， 则 此 据 动 下 写成 转动 矢量 在 y 轴 上 的 投影 
> 一 XSin (十 办) (b) 
这 类 具有 常数 区 ,五 ，b 并 以 时 间 上 的 cos 国 数 或 sin 函数 表示 的 振动 ， 换 色 话 说 形 如 (2.23) 的 
微分 方程 移 解 表示 的 振动 ， 总 称 为 谐 和 振动 。 在 振幅 、 频 率 或 初 相位 中 有 一 个 不 是 常数 时 ， 
就 不 能 当 作 谐 和 振动 。 
设 x 和 ?为 实数 ， 以 1 表示 二 了， 则 形 如 x 十 iy 的 数 称 为 复数 。 i 为 虚数 章 你 ,7 关 0 
时 iy 称 为 虚数 。x 及 3》 分 别称 为 复数 的 实 部 及 虚 部 。 以 z 表示 复数 
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z=XxFiy {ce) 
则 其 实 静 与 万 部 可 分 别 记 为 

x 一 综 (z) 

?一 中 (z) 

由 图 2.12 所 示 ， 了 到 原点 为 日 的 直角 坐标 ， 可 以 用 带 有 举 标 〈【x#<，?) 的 点 P 来 表示 复数 
7 一 Xx 十 jy。 这 个 平面 称 为 复 平 臣 ， 模 轴 与 庚 轴 分 别称 为 实 畏 与 
虚 辅 。 线 段 OP 长 Vx 十 称 为 复数 xz 一 x 二 iy 的 绝对 值 ， 记 
为 | z | 或 1x 二 iy!。 线 段 OP 与 实 轴 所 成 的 角 称 为 辐 和 朋 ， 肥 图 中 外 
科 革 所 示 的 反 亲 寺 疝 为 正 。 

如 图 2.12 那 样 ， 以 实 部 为 横 辐 、 粤 部 为 级 轴 ， 册 在 直 前 坐 
标 敌 上 一 个 点 就 表示 一 个 复数 。 也 就 是 在 揽 平 面 上 可 用 图 形 表 
示 复 数 ， 这 样 的 图 称 为 阿 甘 特 (Argand) 图 。 

将 图 2.8(a ) 所 示 航 矢量 在 x 到 yY 轴 上 投影 即将 式 
(a) 及 《b) 代入 式 《e) 中 ,有 图 ?.12 复 平 面 阿 甘 将 六 

z 二 [COS( Gt 二 四) 十 isin (at 十 办 )) (d) 
一 般 地 ， 利 用 所 请 欧 拉 Euler) 公式 


庶 轧 


1 
1 
| 


et CO90 ising 
或 其 逆 表 过 式 
cosg—= 
18 二 {2,25) 
.i 
Sm 一 了 
则 由 《2.24) 式 可 将 式 《d) 变 为 
一 其 eeid+) {cy 


因而 式 (dd ) 或 其 简明 写法 (。 ) 所 表示 的 复数 表达 了 和 拓 量 区 ,而 且 此 复数 的 幅 角 为 5t 十 办， 
具有 和 钊 速度 百 并 随时 间 而 增 大 ， 因 而 是 一 个 转动 笑 量 。 叉 因 弦 ( z ) 二 区 C08 (Bt 十 四 )，2 (7) 
一 Xsin (Bt 十 四 ) ， 复 数 z 的 实 部 与 虚 部 都 表示 谐 和 振动 ， 故 复数 也 能 表示 谐 和 振动 。 具 体 
用 复数 来 表示 式 《2.11》 的 单质 点 系 自由 振动 时 有 
z= x (doo) ee 
这 里 
划一 arctan(— #0 /Oxo0) 
式 (2.11) 为 该 复数 的 实 部 。 
式 《e》 可 以 写 为 x 二 Xe" -el*'。 此 处 
真一 天 et {2,.26) 
为 包括 振幅 及 初 相 位 的 复数 ， 称 为 复 振幅 。 
设置 表示 复位 移 振 幅 ， 复 位 移 x* 用 复数 表示 则 成 为 
X= etl"! 《2.27) 
青 对 上 时 间 ! 微分 i 
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一 1 六 6 {f) 
j=(it): Re" (E11.- 
则 i5 园 及 (i5)* 耻 分别 为 复 速度 振幅 及 复 加 速度 拓 巾 。 复 数 表示 的 谐 和 氛 动 对 时 闻 微 分 相 扫 
于 算 振 幅 增 加 iw 售 。 允 将 6 二 Tz 刘 或 6 二 z 代 人 之 ， 则 由 于 Ee 人 i，e "一 一 1, 忒 (了 ) 及 式 (8) 
表示 成 ， . 
守 二 主导 elt /2 {2.28) 
荔 一 而 2 窜 eiCeti+Y {2.29) 
可 见 冬 虚 孝 单位 i 相当 于 相位 超前 x/2， 芝 i 相当 于 据 幅 扩大 5 售 ， 相 位 超前 x/2。 式 (2.28) 
及 《2,29) 分 别 与 式 (2.21) 及 (2,22) 相当 。 
用 复 变 函数 代 痊 三 角 函 数 表示 谐 和 振动 ， 在 振动 分 析 理 论 中 极为 常用 。 这 个 六 潜 表 达 简 
洁 ， 数 学 处 理 方便 。 出 式 《2,24)， 例 如 e'"' 可 表示 成 
£1”! = CO -+ igin ot 
其 实 部 与 虚 部 都 是 三 角 函 数 ， 这 时 e'*' 表 示 解 为 Cosot， 或 为 sinwt， 或 同时 表示 两 者 。 要 注意 
取 实 部 或 到 虚 邦 必 须 一 贯 到 底 。 即 最 初 以 e ”的 实 部 cosat 表 示 解 ， 则 计算 结果 充实 部 与 之 对 
应 。 车 最 初 育 虚 部 ， 则 家 计算 结果 的 虚 部 与 之 对 应 。 好 使 在 中 间 证 算 中 包含 复数 运算 ， 这 种 
对 应 关系 也 不 变 。 
2.2.6 能 量 事 示 


使 有 具有 弹簧 常数 k 的 弹 短 产 生变 形 ， 当 位 移 为 x 时 就 必须 作 之 kx 的 功 。 反 之 , 弹 得 产生 
位 移 x 后 ， 就 蔷 积 了 能 对 外 部 作 功 二 hx 的 能 量 。 这 种 能 量 称 为 应 变 能 或 势 能。 以 速 度 # 运 


动 的 质 量 严 具 有 对 处 部 作 二 mi 功 的 能 量 ， 称 为 动能 。 每 种 能 量 都 是 用 对 外 部 作 功 《 童 位 ， 


tcm) 的 多 少 来 谋 县 。 系 统 基 有 的 势能 及 动能 之 和 称 为 机 械 能 。 

不 受 外 力作 用 时， 系统 的 机 械 能 总 是 保 
持 不 变 ， 即 能 最 守恒 定律 成 立 。 或 更 广 浆 来 
说 ， 在 外 力作 用 下 ， 能 量 守 语 完 律 表现 为 外 
力作 的 功 与 系统 的 机 械 能 增加 量 相 等 。 己 
是 ， 当 系统 内 部 具有 耗 能 机 构 一 一 即 机械 能 
被 转换 成 热能 等 其 它 能 量 形 式 时 ， 机 械 能 守 
证 定律 就 不 再 成 立 了 。 能 使 机 械 能 守恒 的 系 
统称 为 保守 系统 。 前 面 讨 论 过 的 质点 系 都 是 


名 守 系统 ， 下 省 所 要 讲 的 有 阻尼 质点 系 便 不 二 0 :mh 二 mm 
是 保守 系统 ， 面 是 一 种 非 保守 系统 。 Te ep 
图 2.13 (a ) 表示 质量 为 训 、 弹 赞 常 数 、 (bh) 
为 的 单质 点 保守 系统 作 自由 振动 ， 罗 频率 
未 知 ， 设 振动 为 谐 和 振动 ， 则 位 移 为 图 2.13 单质 点 保守 系统 的 振动 
x 一 Xcosfet 十 四) (a) 


只 是 这 里 并 不 像 前 面 那 样 由 初始 条 件 确 定 振幅 X 及 初 相 性 池 。 将 式 《#》 对 时 间 t 微分 得 素 
魔 . 
得 


-sn far 十 起 ) (Cb) 
则 动能 与 势能 分 别 为 


代入 式 《a3) 及 Cb) 有 


T= me xsin: (wt) 
2 { ey 
y= 3 Kazcosaf ar 十 看) 
则 机 械 能 为 
T+V= LmoXsin:(ot+ 9) 十 二 RN2coss(at 十 四) 
中 
THY = Xm (Kms) cos*(ot+ 6B)) (1) 
六 . 
T+V 一方 XK 十 (me2— ke) sin?(ot $$)) {gg) 
根据 能 量 终 伍 定 律 ， 无 外 力作 用 的 自由 振动 有 
T+V=const=e {2.30) 


且 与 时 间 无 关 。 为 使 式 【f)y 或 【8) 夫 为 与 时 间 无 美的 量 ， 应 有 K 一 ras 一 0， 即 阅 频 率 
0 二 YK/m， 这 与 前 面 由 运动 微分 方 如 所 求 得 的 加 频率 #5 一致。 

同样 的 结果 也 可 以 如 图 2,13《( b ) 所 示 ， 由 考虑 自由 振动 中 质点 达到 最 大 振幅 或 平衡 点 
时 的 能 县 去 小 而 得 到 。 质 点 在 过 到 茧 太 振 幅 时 瞬间 停止， 然后 反 疝 运动 。 因 此 在 计 点 时 z= 
0 ， 由 式 《e ) 知 工 二 0， 又 由 式 〈?.30) 知 势 能 达到 最 大 值 


TY 一 Verxse (h) 
在 平衡 点 上 x = 0， 由 式 (4d ) 知 Y 一 0， 又 由 式 《2,30) 有 
了 一 了 sc (i) 
动能 在 读 点 为 最 大 值 ， 由 式 《h) 及 《i 》 可 得 
Tex —= Va (j) 


由 式 〔e ) 可 知 Tex 一 上 morX?，Vass 一 二 kX2， 代 人 式 【j》 可 得 mor=k， 即 o 一 5/ 。 
由 以 上 可 知 ， 在 自由 振动 中 ， 系 统 中 的 机 械 能 是 在 动能 及 势能 间 互 相 转 换 的 。 更 三 义 地 
说 ， 可 以 把 据 动 定义 为 动能 与 势能 这 两 种 形式 的 能 量 互 相 转 换 的 力学 现象 。 


由 式 《c) 及 【da) 与 式 【《z.30)，。 有 TV 一 这 mi 十 二 koz 一 const, ,对 时 间 1 微分 得 
TH 种 关 十 天 X 生 一 天 (4 巡 十 KE 一 站， 即 
了 证 十 天 和 一 0 二 | 
这 就 得 到 了 由 牛顿 定律 导出 的 自由 振动 微分 方程 
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注 一 步 考 虑 速度 # 为 变量 ， 将 式 (5 ) 的 动能 对 yt 微分 ， 青 对 时 但 上 微分， 得 到 
鱼 ( 晤 =m (1) 
将 式 〈d 》 的 势能 对 坐标 x 微分， 有 
一 一 一 天 加 (m) 


将 式 《 1) 及 式 (m)》 代入 式 《x ) 中 ， 得 


da f dr dV 
-计生 )+ x 0 (2.3D) 


这 是 自由 插 动 方程 的 能 量 玫 达 式 。 


2.3 有限 尼 自由 振动 


到 此 为 比 所 讨论 的 音质 点 系统 自由 振动 ， 如 葬 ?.4 所 示 ， 永 远 保持 由 初始 条 件 次 定 的 所 
幅 持续 不 停 。 但 是 由 经 验 可 知 ， 实 际 上 任何 自由 振动 的 振幅 都 会 随时 间 而 衰减 ， 经 过 一 定时 
间 后 停止 。 这 是 因为 系统 的 能 量 会 因 某 些 原因 而 消耗 。 这 种 由 于 系统 的 能 量 消耗 而 使 运动 赛 
减 的 现象 称 为 衰减 或 阻尼 。 具 有 衰减 现象 的 系统 称 为 有 阳 尼 系统 。 本 节 讨 论 带 阻尼 的 单质 点 
系统 的 自由 皖 动 。 

2.3.1 阻尼 模型 

通常 认为 ， 引 起 能 量 消 耗 使 建筑 愧 据 动 衰减 的 原因 是 空气 阻力 、 结 构 材 料 的 不 性 、 构 件 
接合 部 的 摩擦 和 建筑 物 地 基 的 影响 等 。 微 观 地 看 ， 材 料 粘性 是 分 子 闻 的 滑动 摩 氮 。 但 引起 误 
减 的 机 制 述 有 许 铬 不 明 踪 之 处 。 这 里 暂且 不 计 空 气 、 地 基 等 外 因 ， 而 假设 结构 物 内 部 有 所 请 
阻尼 器 ， 以 此 代表 产生 衰减 即 阻尼 的 机 制 。 

一 般 阻 尼 器 是 指 在 科 械 、 满 量 仪 器 中 给 运动 部 分 施加 与 速度 成 比例 和 的 阻力 的 装置 。 将 它 
模型 化 ， 如 图 2.14 所 基 , 在 感 有 粘性 流体 的 囊 柱 容器 中 放 人 活塞 ,给 活塞 
以 速度 z， 设 活塞 半径 为 尺 ， 厚 度 为 上 ， 流 体 粘性 系数 为 下 ， 活 塞 有 小 上 
筷 或 与 柱 壁 闻 有 间隙 。 有 小 孔 时 设 筷 径 为 r+ ， 则 作用 在 活塞 上 的 阻力 为 
PP 一 8xpd(R#7} 场 ， 有 伺 珠 时 设 阅 隙 为 < ， 则 阻力 为 P 一 6xpd(Ry/e)?2。 | 
两 种 情况 下 阻力 都 与 活塞 速度 4 成 正比 ， 写 成 P 一 cs， 则 比例 常数 c 称 为 CAA 
阻尼 系数 ， 半 和 位 为 t*Byemo。 

阻力 与 速度 成 比例 时 的 阻尼 一 般 称 为 丫 性 阻尼 。 现 设想 在 系 雍 内 部 
看 在 以 阻尼 器 表示 的 粘性 阻尼 各 制 ,这 种 阻尼 系统 称 为 内 部 竺 性 经 将 具 
有 阻尼 系数 e 的 内 部 粘性 型 质点 系 将 用 图 示 出 ， 周 对 应 乎 疼 2.1〈a )、 
Ce)、(e ) 及 (ff)， 可 分 别 画 成 图 2.15 (a)、(b)、(e) 及 《da)， 型 :14 阻尼 大 
其 中 《b)、(e)、(d) 中 男 出 了 阻尼 器 与 弹簧 并 列 的 篇 图 。 

实际 结 稳 物 的 阻尼 运动 特性 并 不 能 完全 由 内 部 粘性 型 模型 表达 。 只 是 它 能 在 相当 程度 上 
说 明 阻 尼 特 征 ， 且 各 下 节 所 示 ， 这 时 带 阻 尼 项 的 微分 方程 是 线性 的 ， 数 学 处 理 很 方便 ， 轩 而 
在 通常 的 据 动 分 析 中 已 成 为 常用 的 模型 。 

关于 阻尼 还 有 其 它 许 多 复杂 的 问题 ， 第 七 章 还 要 青 次 寂 及 。 


| 一 一 -23 一 下 


?2.3.2 运动 方程 式 基 其 解 
只 考虑 图 2.15 所 未 单质 点 阻尼 系统 的 位 移 2 ， 这 昌 
区 质量 (单位 : t's*:/em) 
Kk; 弹 赞 常数 单位: t/ecm】 
2 阻尼 系数 【单位 :ftsAem?) 
x :位 移 单位，cmy) 
如 图 1.1《b ) 规定 ， 位 移 关 、 速 诬 #、 加 速度 4 及 力 都 以 指 商 右 为 下 ,惯性 力 洛 一 miG 一 一 网 上 
这 里 和 静 作 用 为 十 与 位 移 成 正比 的 恢复 力 KxX 及 与 
速度 成 正比 的 阻尼 器 阻力 c2， 方 身 都 向 在， 故 力 
王 一 一 大 % 一 CE 式 《1。2) 成 为 一 m4 一 ct 一 Kx 一 


I An 


bo， 有 Ey 
1 区 十 Cc 让 十 KX 二 0 {2.32) : 加 
或 以 mm 除 之 ， 与 式 《2.15) 相 同 , 设 
及 AH 一 而 3 {2.33) :to 
并 设 
C/m— 2 (2.34) 
则 可 写成 rp 
革 十 9h 十 WX 二 0 (2.35) | 
式 《2.35)】 是 无 外 力作 用 时 单质 点 阻尼 系统 的 运 : l 
动 方程 。 式 中 5 如 式 〈2.15》 所 示 ， 是 无 阻尼 的 0 
音质 点 系统 即 单 质点 无 阻尼 系统 的 固有 回 频 素 。 (9 - 
式 (2.34) 导 人 的 系数 博 无 量 网 ， 它 的 物理 章 义 图 2.15 单质 点 阻尼 模型 


后 面 再 加 以 说 明 。 式 《2.32)》 中 的 cz 或 式 《2.35) 中 的 2h5zs 称 为 阻尼 项 。 
”运动 方程 (2.35) 是 位 移 时 间 函 数 x 的 线性 常 系数 二 阶 齐 次 常 微分 方程 ， 如 前 所 述 有 两 
个 线性 无 关 解 ， 通 解 用 e*' 型 表示 。 设 两 个 解 是 er 及 e732 (p41 夺 ps)， 则 式 《2.7) 的 朗 斯 基 行 
列 式 为 
W(t)=(p—ps)e tr a 0 
故 两 个 解 线 性 无 关 。 现 假定 解 为 c"' 型 ， 伐 人 式 【《2。35)7 中 有 Ce (22 十 2 天 p 十 瑟 ) 一 0 ， 攻 
Pt2haptot= 0 (2.36) 
如 下 节 所 述 ， 这 个 代数 方程 的 根 决 定 了 运动 状态 及 特性 。 在 这 个 意义 上 称 式 《2.36) 为 特征 
方程 。 实 际 上 解 特征 方程 的 解 为 


| Pi sc 一 五 士 而 Y 天 一 1 (2.37) 
或 由 式 (2.33) 及 (2.34) 可 写 堪 
me G20) 
确定 出 p1 及 Ps 后 ， 式 《2,35) 的 通 解 为 线性 无 关 的 两 个 特 解 e+ ' 和 ec" ' 的 线性 组 合 
X= 人 Cetil 十 大 sa {2.39) 


这 里 CL 和 Cc; 是 积分 常数 。 出 t 二 0 财 的 初始 黎 件 确定 。 
,开交 所 


2.3.5 临界 阻尼 
式 《2.37) 给 出 了 特征 方 牺 的 根 ， 式 中 根 号 内 的 值 R: 一 1 为 正 、 毒 或 负 时 ， 将 使 系 统 的 
运动 特征 大 不 一 样 。 下 面 分 淹 不 同情 况 作 简单 考察 。 
(1)】 当 如 一 1> 0 肚 ， 
设 特 征 方 程 《2,37) 的 两 个 根 为 
p= 一 (hv R11), 
p= (hv Ril) 
两 考 均 为 负数 ，ps<p<0， 因 而 微分 方程 《2.35) 的 通 解 就 是 前 面 的 式 《2.39)， 妈 x 一 
Cen :二 Ctr:‘， 与 时 间 t 有 美的 指数 匡 烧 中 指数 为 负 实 数 ， 故 t 一 co 时 收 合 于 零 。 
给 定 初 始 条 作为 初始 位 移 i 及 初始 速度 为 z， 即 
x{ 0 一 二 
t( 0 一 加 
则 积分 常数 为 C1=={ 一 psXo 十 0) /AP 一 D3)，Cs 一 (DiX0 一 $0) /DP 一 P;)， 故 位 称 为 


i VR st Rae 
Ct 
0 


a) 


(Cb) 
或 引用 关系 
中 寺 e cogh 看 
| 
e—e™" 
可 一 Sinh gp 
可 而 一 般 地 表示 成 
x/xo—e™ soo8h v hi— 1 6t (Rimx) /1 sinhv hi— 16t) (ce) 


式 (bs) 或 《ce ) 所 表示 的 时 间 函 数 x( 上 )》 在 za/xo> 0 丰 46/Xo<ps 时 只 有 一 个 极 值 ， 
Pitnjxos 0 上 时 无 极 和 人。 对 上 wxo> 0 时 机 情 与 ye 同 号 ， 
/Xo<ps 时 异 号 。 所 以 系统 的 运动 随 初 始 值 %。 及 + 的 不 
同 而 有 如 图 2.16 扬 示 的 三 种 状态 。 邑 

(I》zo/%0>> 0 位 称 先 增 大 ， 述 到 极 大 值 后 逐渐 趋 
于 零 。 

(1) ptoAxos0， 位 移 从 闻 始 就 单调 减 小 ， 亚 源 
趋 于 零 。 

(Tm) zero<pas 位 移 先 越过 于 衡 点 ， 在 另 一 侧 达 到 
极 大 值 。 然 后 趋 近 于 零 。 

不 管 哪 一 种 情况 都 没有 围绕 乎 衡 轴 来 回 正 负 摆 动 的 现 

象 ， 运 动 是 非 周期 的 。 条 件 名 一 [> 0 由 式 【2.35) 及 
《2.34) 可 号 为 


这 相当 于 式 (2,38}】》 中 根 号 内 为 正 数 ， 式 Cd ) 的 物理 意义 十 阻 尼 机 制 的 作用 比 弹 签 什 用 到 
强 ， 这 种 状态 的 中 尼 称 为 过 阻尼 。 
-地 


( 2 ) 当 色 一 1 一 0 时 ; 
特征 方程 式 《2.36) 有 相等 的 负 实数 根 
PP 一 间 s 一 一 页 二 pc<0 
微分 方程 〔2.35) 的 通 解 为 x 二 (C, 十 Czt)er'， 初 始 条 件 同 式 《8 )， 积 分 常数 为 Cl 一 xX。 ,0 一 
一 了 Xo 十 站 0 位 移 为 
Af x 1 (ih) te (ee) 
式 8》 可 以 了 太 式 《5c) 取 一 1 时 的 极限 得 到 ， 因 此 式 《6e ) 表示 的 运动 特征 与 gz 一 1 的 
情况 此 乎 相当 。 由 绍 定 的 初始 值 不 同 而 对 应 于 CT) zoom 0，( 了 ) P 筷 #0o/Xv 主 0 ，( 王 》 
gaxu< 三 种 人 情况， 运动 状态 也 分 别 同 图 2。16 所 示 的 三 种 形式 一 样 。 就 是 说 这 有 时 运 动 也 是 
非 周 期 的 。 人 条件 一 1 二 0 由 式 (2.33) 及 {2.34) 可 写成 
(c/a2m)2 =k /nm (1) 
这 意味 着 弹 和 洛 反 力 与 阻尼 力 正好 平衡 。 
(3 )】 当 2 一 1< 之 0 寺 : 
特征 方程 根 的 表达 式 〈2.37) 的 根 号 内 为 负 ， 琴 个 根 为 
了 一 一 大 天 土 这 wwT 一 杯 {2.40) 
是 共生 复数 。 人 长 人 式 〈2.39) 中 ， 通 解 为 
XO itiv i ot Ce Bi 
eC eV I st Oe I wt) 
引用 式 《2.24》 的 欧 拉 公式 e+" 一 co86 十 isin8， 有 
Xe (CHC) os IT—R dtti(C—C sin Vv 1—R aty 
由 于 位 移 是 有 物理 意 闵 的 洋 数 ， 而 积分 常数 C, 和 C; 是 任意 的 ,所 以 Ci 十 和 i(C, 一 C:》 都 是 实 
数 ， 就 是 说 C, 和 Ca: 必 须 是 共 生 复 数 。 这 里 改写 威 Ci 十 Ca 一 4，ifCi 一 C) 一 B， 则 式 〈2.35) 的 
通 解 为 
Xe (ACO T 一 胡可 f 十 再 Sin v 1l—hi Gt) (2,.41) 
用 式 《2.33) 及 (2,.34),; 条 件 一 1 之 0 可 写成 (c/2mP<k/m。 即 阻尼 力 比 弹 繁 反 力 小 
时 ， 在 位 移 即 式 《2.41) 中 包 含 谐 和 振动 项 co8VI 一 硫 夺 和 sin VY 1 一 如 5t， 表 示 运 动 是 辕 
期 性 的 。 这 种 在 阻尼 力作 用 下 的 周期 性 运动 称 为 阻尼 振动 。 

上 述 内 容 可 以 归纳 为 1) 要 一 1 0 (cj 系统 处 于 过 阻尼 状 杰 ， 只 能 
作 非 周期 性 运动 ，( 3 ) 严 一 1< 0 ， (fcA21002<8A 时 ， 系 统 作 局 期 性 的 阻尼 振动 , 《2 jh 一 
1 一 0 (cant)3 一 8 村， 悉 统 正好 处 于 周期 性 及 非 周期 性 送 动 的 边界 。 这 种 正 处 于 边界 状 
态 的 阻尼 称 为 临界 阻尼 。 

霄 示 临 界 阻尼 状 坊 的 阻 嘴 系数 即 桥 界 阻 尼 系 数 记 为 cue， 由 式 《f) 知 (ce/2m)?: 一 jm， 
因此 有 

Cr — 2 Mk (2,.42) 

由 前 商 的 式 (2,.34) 有 ce/ 一 2Ho， 由 式 《2.33) 及 (2.42) 得 Rh 一 cj/2m5 二 cjJ2mv Rm= of/ 
(2w mk), 即 

he /er {2.43) 

因此 系数 天 是 系统 实际 的 阻尼 系数 与 临界 阻尼 系 煞 co 之 比 ， 下 称 为 临 界 阻 尼 比 ， 或 阻尼 


‘1 


常数 《本 书 中 简称 阻尼 比 一 一 译 者 注 }。 它 是 无 量 岗 量 ， 太 多 扶 昕 分 数 计 ， 具 有 以 下 各 种 珍 
示 方 法 : 


2 
性 
hk 
(2.44) 

ph 

?也 

nC 
hE 


2.5.4 ”振动 特性 
通常 的 结构 物 并 不 显示 出 有 过 了 尼 戌 临界 阻尼 ， 往 往 阻 尼 比 友之 1， 而 且 比 1 小 得 多 ， 
即 
[| (2.45) 
因此 以 后 只 专门 讨论 前 节 中 天 一 1 0 的 情况 。 
这 时 如 特征 方程 《2.36) 或 《2.40) 所 了 东 ， 有 两 个 共 思 复 数 祖 ， 闯 动 方 程 # 十 2h5z 十 
X= 0 {5 一 YE/m 的 位 移 通 解 如 虑 《2.41》 所 示 
Xe ACOS 1—hat+ Bsinv 1— Rt) (2.46) 
这 里 及、B 涛 由 初 妨 条 儒 确 定 的 积分 常 猴 。 由 式 (2.46) 得 速度 为 
=He (pA VIRB)oogv 1—hat— (Vv 1I—hA+hB)Sn v 1—hatj(2.47) 
( I 了 初始 条 件 ， A 0 ) =X0, Ee 0 ) =%, 
令 式 《2.46) 及 (2.47) 中 ft 二 0， 得 丰 二 Xxo，B 二 {hxo 路 主 / 而 /I 二 下 ， 式 《2.46》 


成 为 


X05 Jecos Vi tt te sinV 1—R st) | (2.48) 
或 写成 
Xx—Xe-*sioog(v 1— hi ot 二) (2.49) 
式 中 


Xx TFET ESR) 

由 一 arctan[ 一 (h+ jo/wXo) /YY 1—R) (a) 
式 (2.49) 表示 振幅 为 Fe、 频率 为 v 1 一 天 5 的 振动 ， 报 局 随 时 间 按 指数 曲 厂 减 小 ， 这 
时 频率 


Tv 1 hi (2.50) 
称 为 有 阻尼 加 有 园 频 率 。 阅 财 
Te—2 /va (20/ 6) /YY 1 一 天 (2.51) 
即 
Tj/ 1 二 六 | {2.52) 


称 为 有 阻尼 国有 周期 , 式 《2,52》 中 的 5 和 王 都 是 式 (2.15》 及 (2,16) 所 示 无 阻尼 时 的 固有 

闻 频 率 及 问 有 周期， 在 党 要 与 有 阻尼 情形 权 区 别 时 ， 可 分 别称 为 无 限 尼 固有 阿 频 率 和 无 盟 尼 

由 有 周期 。 与 有 阻尼 轩 有 了 贺 频 率 基 有 阻尼 固有 周期 对 庶 的 振幅 吉 减 比例 ee” 只 与 系统 加 有 
» 


的 常数 m，“ 上 ， 天 有 关 ,而 与 初始 条 件 无 甘 。 

由 臣 〈2.50》 及 《2.52) 可 知 ， 有 阻尼 的 固有 频率 减 小 ， 固 有 周期 加 长 。 现 将 有 阻尼 与 
无 隧 中 的 频率 比值 二 sy 和 阻尼 比 产 的 关 欠 吾 ay/ 五 一 ww 一 形 而 在 图 上 ， 则 妇 图 ?2.17 所 示 。 在 天 
从 零 到 相当 天 《 产 >0.2) 的 范围 内 ， 阻 尼 对 男 有 有 频 襄 的 影响 可 以 忽 赂 。 这 便 味 善 对 于 通常 结 
构 物 的 阻尼 值 ， 当 上 只 讨论 系统 的 固有 振动 时 可 以 不 必 特 别 考 虚 阻 尼 。 

了 例 显 2.4】 m 一 0.055t's*/cm，k 一 120t/cm， 有 阻尼 比 及 二 20%， 计 算 单质 点 阻尼 系统 
的 各 振动 特性 。 

[ 解 ] 由 例题 ?2.! 可 得 

无 阻尼 置 有 山 频 率 二 46,71fad/s 

无 阻尼 为 有 轴 贿 T—0.1348 

无 阻尼 固有 频率 T=7.43Hz 

由 阻尼 比 产 一 0。20 得 v 1 二 形 一 0,9798、 册 式 {2,50】 及 {2.52) 可 得 

有 阻尼 匿 有 几 频 率 = 1 一 和 和 一 0.9798X46.71 一 45.77rad/S 

有 阻尼 固有 半期 T=TP/ 1 一 六 一 0.134/0.9798 一 0 .1378 

有 阻尼 国有 频率 Va=1/T 一 LAG。137 一 ?。30Hz 

求 这 时 的 阻尼 系数 c ， 可 由 式 “2.34) 得 


C ohm XK0.20x0.055x 48.71=1.028t'g/cm 


( 2 了》 初始 亲人 忻 : x( Le 一 Xeoy 名 0 一 0 


出 式 《2.48) 得 
X=Xe (08 Th offth/ 1 一 下 .Nnv Thot) (2.53} 
或 由 式 《2.49) 及 式 (a ) 有 
x 一 :7 esicog (vi 一 科研 十 御 (2.54) 
式 中 
$arctan(—h/ 1—hi) {2.55) 
位 移 的 时 程 如 图 2z.18 中 实 线 所 示 。 
图 中 的 虚线 天 未 振幅 的 变化 


图 2.17 上 晤 率 与 取 尼 比 的 关系 图 2.58 家中 尼 自 由 振动 ， 御 始 条 件 XCb ) 一 xo，x( 0 一 0 


ss 2 = 


Xx Th ee: (ob) 
式 (2.54) 中 |cos(vV 1 一 Rt 二 四)| 坟 1， 琢 1x| 攻 x*， 国 此 实 线 有 即 报 动 曲线 不 会 越 这 错 钱 。 
对 正 例 的 虚线 米 说 ， 每 妆 cos(w 1 一 酝 了 十 和 一 1 有 时， 起 【2.547 的 振动 曲线 与 之 相 接 ， 式 
《3Bb) 的 曲线 x*(t ) 是 旧 络 线 。 侍 意 相 邻 接点 问 的 时 间 问 隔 等 于 系统 的 有 陋 尼 固有 周 期 。 
式 〈2.53) 对 时 间 + 微分 得 质点 速 廊 + 二 一 (dX0/v 1 一生)c sin v 1 一 及 Gt. 板 动 曲 
线 的 雕 情 在 每 办 速度 为 零 ， 基 80V 1 一 Wr Bt 一 肝 出 现 ， 和 将 谐 足 该 涛 的 记 为 ， 风 
Bite — MR/ 1 一 下 m0, 1， 2 (¢) 
因而 相 邻 两 蜂 什 全 的 时 间 疗 隔 仍 是 有 阻尼 固有 周期 (2z/E)/V I 一 形 ， 将 式 (c ) 代 人 式 
(2.53)， 雏 值 振幅 Xs 为 


Km KOE 2 SII m0 1, 2 {2.58) 
随 有 阻 是 自由 振动 贬值 与 包 络 线 的 接点 逐个 出 现 ， 捧 幅 也 逐渐 略 有 盖 别 。 但 是 在 产 <0.2 的 
范围 内 ， 这 种 差异 几乎 可 以 起 酷 不计 。 
【例题 2.5] 对 例题 2.4 的 质点 苔 以 初 冶 位 移 x 一 0.25em 初始 速度 为 替 ， 求 释 放 后 的 
位 移 时 程 。 
[ 解 〗 式 2.53) 中 JR==0.20X46.7I 一 9。.342717As) kh/ 1—ht 一 0 .20/0.9798 一 0 .204， 


茂 。 
X= 25 M00845 .77t+0.2040n45,.77t) cm 
或 由 式 〈2.54) 及 (2.55) 得 
XY 1 一 筑 一 0.2570.9798 一 和 .255(cmy) 
利 一 arctafn( 一 站 vv 1 一 证 ) 一 arctanf 一 0。204) 一 一 人 ,201frad) 


加 而 
x=0. 2556" 008 (45,.77i—0 .201) cm 


【例题 2.6】 求 例题 ,5 位移 时 程 上 第 1 和 第 3 峰值 。 
C 解 】 xz 一 0.25 (cm)，k/Y 1 一 hi 一 0,204， 因 而 在 式 (3.56》 中 令 m 王 1，3 赠 有 
和 一 025672 9020 一 0.25XD02775 一 0.0694 cm 
X30 286 "0 25 X0.02138=0.0053 cm 


{3 } 初始 人 条件 : x*(0)= 0，#(0)== 加 
在 式 (&) 中 代入 6 一 90， 一 /DV 1 一 RW) $=38/2， 式 (2.49) 为 x 一/ (BX 
tin v 1 一 hi5t, 或 由 式 (2.50) 有 


7 —e"*7+gin Prt 《2。 57) 


当 记 一 0.02，0.05，0.1 了 时 的 位 移 时 程 给 于 图 2.19， 阻 尼 比 越 大 ， 振 动 结束 越 快 。 
式 (2.57) 对 时 间 t 微分 得 速度 时 程 ， 再 微分 得 加 速 座 时 程 ， 分 别 为 


江 TE 
THY 心 [ 一 由 南台 挛 而 才 十 五 COB 三 时 {2.58} 
EF =—oue "|(1— Te) inot ms eos0et | {2 59) 
to/ Ba) 1—hs* wr 1—i2 * 


2.3.5 对 数 囊 减 率 

如 图 2,19 所 示 ， 阻 尼 比 越 大 ， 有 限 尼 振动 系统 位 称 减 小 的 比例 越 大 。 两 者 阅 应 当 有 定 基 
关系 ， 本 节 所 述 的 对 数 衰 沽 率 简 明 地 改过 了 
这 一 关系 。 

图 2,18 所 东 振 动 曲线 的 峙 汗 x»a， 也 就 是 
式 《〈《2.56)， 即 


xm 一 Xoe-2mrivwi m0,1, 2"(a) 


内 而 在 此 峰 傅 后面 的 第 # 个 贬值 广 
Xm Tn mt {b)} 
式 ( 2 ) 与 (P) 之 比 是 Xm/Xnm4n 一 e721 写 .08 
对 沽 边 取 自然 对 数 得 h(n/xn1n) 一 n+2x/ wg 


1 一 Fr。 再 除 以 这 两 个 峰值 说 析 动 次 数 ， 
即 得 
一 二 ln(xnjxnso) 一 2rAA 1 一 下 


(2.60) 
称 为 烤 数 衰减 率 。 取 两 相 分 峰值 之 比 时 有 
一 工 ， 册 
6 一 InfxnA/xny) 一 2 5 一 PE (ce) 图 2,19 有 阻尼 自由 松动 ， 初 妈 条件 x( 0 Y= 0, 
相 令 峰值 振幅 之 比 xw/xmti 亦 称 为 衰减 率 。 %( 0 )—% 
由 式 《2.60) 及 式 (c) 可 见 ,6 二 2xh 
A/ Th7， 当 阻尼 比 h 比 1 小 得 多 时 ， 
1 一 hi 二 1， 因 此 
二 2x (2.81) 
或 及 二 6/2X。 式 (2.60) 与 近似 式 (2.61) 
的 差异 如 周 2.20 所 示 ， 在 上 六 <0.2 的 范 围 内 
几乎 没有 什么 问题 。 
在 水 陋 尼 有 时， 如 图 2?。.18 所 示 ， 刘 某 峰 伟 
据 幅 X= 比 前 一 个 贬值 城 少 Axns、 由 式 (c) 
可 知 


EA 


图 2.20 ”对 数 府 减 率 和 阻尼 击 
6 一 中 (xw-i/xn) 一 Inf(xr 十 4xe)Axe] 一 (1 十 4Axn/xn) 
= AxXm/ Xe 一 (4xn/xn)2 十 … 


项 
二 AX (2.62} 


表明 对 数 专 碱 率 近 似 等 子 振动 一 周 内 振幅 减少 的 比率 。 
【例题 2.7] 由 例题 2.6 求 得 的 峰 导 振幅 求 对 数 侣 减 率 及 限 尼 比 。 
[和 解 ] xi 一 0.08694(em)，xza=0.0053(cm)， 出 式 〈2z.80) 得 对 数 衰减 率 为 


6 一 -了 in(0.0694/0.0053) 一 六 In13.09 一 十 X2.572 一 1.286 


+ 22 。 


由 式 《2.61) 得 阻尼 比 为 
h 一 /or 一 1.286727020 


2,3.6 复数 与 矢量 珍 示 
前 面 已 经 介绍 过 ， 式 (2.13) 表示 的 无 阻尼 系统 振动 x 一 Xcos{5f 十 和 从， 可 用 一 定 长 度 
区 和 一 定 角 速 庶 5 的 转动 矢量 表示 ， 如 图 2.8《 a ) 所 示 。 这 有 时 矢 量 的 议 点 描 出 半 么 为 中 的 
历 。 
有 阻尼 系统 的 运动 方程 式 为 
m¥ 十 Cc 十 hx 一 0 (a) 
或 
至 十 2 十 名 这 二 0 (Cb) 
其 解 为 式 《2.49) 有 阻尼 自由 振动 x 二 Xe-"*'cos (1 一 及 Gt 十 和 )， 可 以 用 长 为 Xe**:， 外 
速度 为 v1 一 Fj 的 转动 和 失 量 表示 。 
这 寺 角 速度 虽 仍 固定 ， 但 比 无 阻尼 系统 的 要 入 。 且 矢量 芍 长 度 随 时 间 面 缩小 ， 随 着 重复 
转动 而 向 原点 收缩 ， 即 笑 量 准点 描记 内 和 疮 的 对 数 螺 线 。 
成 【2.13》 的 振动 可 用 形 和 如 zz =Xce 的 复数 表示 。 问 祥 ， 有 阻尼 自由 振动 也 可 以 
用 复数 之 = Ne Naor.er tv Toh 9 
或 用 
一 Xetrativ I tte (ce) 
来 表示 。 式 【ec ) 的 实 部 即 阿 上 日 特 图 上 应 横 轴 投 是 的 长 度 式 (2.49)， 同 时 式 ( < ) 的 瞳 部 为 向 
织 轴 的 投影 长 Xe sin(Y 1 一 REVt 十 科 ， 扎 是 微分 方程 Cb》 的 
解 。 
车 与 式 《2,26) 相间 用 复 振幅 总 一 Xe 表示 复位 称 x， 别 式 
(ec) 为 


_ | > 全 
X=Xel~ttl vi et (d) p< ped 


让 时 e 的 指数 的 实 部 为 振幅 的 之 减 ， 虚 部 表示 加 频率 。 
将 式 【a) 对 时 间 虐 微分 ， 可 得 速度 


图 2.21 由 角 4 的 象限 


£0 -htiv Thi)et-ttV i se (6) 
一 般 复 数 # 寺 雪 可 表 为 
iB=pe"" 
由 葡 拉 公式 〔〈2.24)》 ， 有 Pe 一 Pp(0086 十 isin8}， 于 是 
PV aitp 
d=arctan(B/a) . (2.64) 
对 应 于 a 和 8 的 正 负 不 同 ， 幅 衣 6 分 别 在 图 2.21 中 的 四 个 不 同 象限 。 
由 式 (2.63) 及 (2.64), 式 (e) 中 前 一 h 二 iM 1 一 瞩 写 成 
hi Th el /trlants/ IH) 
所 以 式 《e ) 变 为 
让 一 百 右 6C-edl VL Ceriataratanth /vy iH ( f.) 
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比较 式 《dd ) 与 式 《f) 可 知 ， 有 阻尼 自由 所 动 对 时 间 上 一 次 给 分 后 ， 振 幅 增加 五 倍 : 
相位 超前 Cx/ 十 arctan(h// i 一生)。 对 式 《f》 再 微分 一 次 得 加 速度 
于 tii trtanct 1 (gg) 
| 将 式 (d)、({f) 及 《8 ) 表示 的 位 称 、 速 论 和 加 速度 在 阿 甘 特 图 上 用 转动 矢量 表示 ， 则 如 
图 2.22( a ) 所 示 。 阐 赞 恢复 力 、 阻 尼 器 的 阻尼 力 及 作用 在 质点 上 的 惯性 力 分 别 与 位 移 、 速 
度 和 加 速度 反 向 作用 。 用 矢量 表示 则 如 加 2,22《b) 所 示 。 这 三 个 力 如 图 (c ) 那样 形成 等 
碌 三 角形 的 封 闲 力 多 边 形 ,只 是 图 2.22 中 各 矢量 表示 的 是 除 阻 尼 项 e-*“' 外 的 振幅 ,图 2.22(c) 
所 家 示 的 为 平衡 关系 上 只 是 式 《 & ) 所 表示 的 动力 平衡 条 件 用 矢量 来 表达 而 已 。 
惯性 力 


{a) tb) 0) 


图 3.323 有 阻尼 白 由 振动 的 估量 赔 示 


2.3,.7 能 量 来 示 
设 质点 振幅 为 xx， 蓝 度 为 2 和 分 风 为 
于 一 SM 
， (a) 
VY 一 kx 


对 2.2.6 节 所 述 的 保守 系 缠 ， 两 者 之 和 即 机 械 能 总 是 常数 ， 即 工 十 PY 二 tenst， 有 阻尼 时 因 阻 
尼 作 用 而 请 耗 能 量 ， 这 时 机 械 能 守 己 定律 不 成 立 。 
在 有 阻尼 自由 振动 中 ， 达 到 峰值 据 幅 x 二 xm 时 二 0 ,动能 为 零 , 系 统 的 机 械 能 都 是 势 能 。 


这 时 势能 为 Vi 一 二 kxi， 如 图 2.18 所 示 , 设 到 下 一 个 峰值 癌 振 幅 减 少 4x=， 则 下 一 个 峰值 对 应 


的 势能 为 Vs 一 工 b(xo 一 Axejz， 因 此 一 周 内 能 量 消 范 为 AV 一 V ,一 Va 一 二 kx 一 言 k(xo 一 
4x-)j， 将 它 除 以 原 有 能 量 得 4Y/4V; 称 为 能 量 损耗 比 ， 其 值 凶 为 


总 Ax 
(和 


在 小 阻尼 时 ， 相 对 振幅 减少 的 比率 4x=/xa 的 二 次 项 可 以 筷 略 , 则 二 2(Axn/xm) ,与 式 (2.62) 
中 归 本 人 


入 比 ， 能 量 损耗 比 与 对 数 豪 三 率 同 有 如 下 关系 
一 2 (2.65) 
再 由 式 (2.61) 得 
1 
二 {2.66) 
由 式 (2.43) 看 到 ， 阻 尼 比 的 定义 是 系统 实际 上 具有 的 阻尼 系数 与 临界 阻尼 系数 之 比 ， 而 
由 式 (2,.66)， 阻 尼 比 出 可 以 理解 为 能 量 损 耗 比 的 1/4x。 
根据 §2.3.1 扬 述 的 内 部 粘性 假定 ， 阻 尼 器 的 阻力 以 cz 表示 ， 该 力 在 质点 微小 位 移 dx 上 


所 作 的 荔 为 csdx。 这 个 功 表示 在 形成 位 移 sx 的 过 程 中 由 于 阻尼 作用 而 损耗 的 能 量 , 设 到 某 时 
刻 为 止 所 损耗 的 能 量 记 为 古 s， 则 


Wa = [ezax=[ d=] ct*di {2.67) 
本 书 中 到 现在 为 止 所 假定 能 有 阻尼 系统 中 ， 除 阻尼 器 外 无 其 它 能 量 损耗 。 因 此 除 系统 的 机 诚 


能 了 十 六 以 外 ， 加 上 考虑 损 杆 的 能 大 部分， 总 能 量 仍 保持 不 变 ， 即 二 十 他 十 一 const， 或 
由 式 (2.67) 太 式 (& } 有 


六 m7 十 Cd 十 Kx 一 copst 
将 此 式 对 时 间 上 乌 分 ， 得 


mcs 二 kx= 0 {b) 
这 就 是 单质 点 系 有 阻尼 自由 振动 的 微分 方程。 
定义 由 阻尼 力 引起 的 能 量 损失 随时 间 变 化 率 的 二 为 上 += 尺 ， 由 式 (2.67) 可 得 
一 二 ci {2.68) 


RR 是 速度 # 的 稍 邯 ， 一 般 称 汶 耗 数 函 数 或 阻尼 能 。 虽 然 称 为 阻尼 能 ， 但 RR 却 不 具 有 能 量 的 量 
纲 。 再 以 # 为 自 变 量 ， 由 式 (2,68) 得 


dR/djrrc# (ce} 
六 由 式 {( 8 ) 得 
d /dr 
ds (车 ms 
了 (a) 
dx 
将 式 { 6 ) 及 (gd ) 代 人 式 ( bb ) 得 
于 (等 )+- + TY =0 (2.69) 


式 (2.69) 与 无 朋 尼 系统 中 的 式 (2.31) 相 对 应， 是 有 阻尼 自 册 振动 方程 的 能 基 表 达 式 。 


2.4 强迫 振动 


到 上 一 地 为 止 ， 所 讨论 的 自 击 振动 在 给 定 初始 位 移 或 初始 速度 后 ， 系 统一 旦 开始 运动 ， 
外 部 作用 为 或 么 统 基底 运动 者 消失， 只 是 系统 本 身 运动 。 与 此 相对 ， 有 时 质点 在 外 力作 用 或 


sn 5 


基底 作 运 动 的 情况 下 振动 ， 这 种 振动 是 广义 的 强迫 振动 。 外 部 作用 可 以 是 随时 间 任 意 变 化 的 
力 ， 或 是 基底 的 运动 ， 也 可 以 是 瞬间 作 则 的 证 调 。 这 些 外 部 作用 总 称 为 汕 振 作用 或 激 振 ， 驻 
振 产 上 生 的 系统 运动 一 般 称 为 反应 ， 产 生 激 振作 月 的 外 源 称 为 扰动 。 

但 是 通常 兰 虑 的 是 使 质点 在 谐 和 振动 前 规则 外 力 P( 菇 一 Pusinat 直 接 攻 用 下 的 情形 ， 这 
肝 系 统 的 振动 多 称 为 强迫 白 动 。 夺 一 春 米 ， 这 种 狭义 的 强迫 振动 只 不 过 是 在 特殊 的 汶 振 力作 
用 下 的 运动 。 然 而 如 下 面 所 述 ， 由 此 对 理解 结构 物 振动 的 许多 基本 特性 非常 有 有 用。 而 且 后 面 
要 讲 到 ， 对 于 像 地 震 作 用 这 样 的 地 面 运 盐 流 据 问题 ， 可 以 还 原 为 狭 闵 强迫 振动 问题 处 理 ， 复 
素 扰动 的 反应 可 以 通过 简单 激 振 力 反 应 的 登 加 表示 。 

到 前 节 为 止 ， 私 讨论 了 自由 振动 ， 系 统 的 固有 图 频 率 用 记 。 
号 吉 表示 。 与 此 对 应 ， 遇 下 节 开 苔 ， 外 部 汶 振 力 的 沂 振 圆 频率 [i 
记 为 ee。 油 振 加 频率 与 系统 的 无 陌 尼 阿 有 图 频率 之 比 ev 五 称 为 频 
率 比 ， 当 然 是 元 量 岗 的 。 

2.4.1 谐 和 激 摊 

训 图 2.23 所 示 ， 考 赛 直 接受 正弦 力 P(t} 二 Posingt 作用 ， 
邯 在 谐 和 汶 据 下 单质 点 系 有 阻尼 振动 。 对 于 建筑 物 ， 这 相当 于 
起 振 机 放 在 半 层 建筑 屋顶 进行 振动 试验 村 的 情形 。 图 2.23 单质 点 系 的 强 追 振动 

一 般 用 已 (电表 示 对 质点 的 作用 力 ， 如 图 2?.23， 作 用 力 取 亢 右 为 正 ， 质 点 位 移 如 图 为 x， 
则 锁 考 力 、 阻 尼 器 的 陋 尼 为 及 弹 得 恢复 力 部 向 完 作 用 ， 它 人 的 台 力 与 Pt 平衡 ， 基 Pt) 
一 了 8 训 一 上 一 Kx 二 0 ， 或 写成 


1 二 c+ kx=Pp(t) (2,.70) 
现在 有 

matcst+kx= Psinaot (2.71) 
这 就 是 单质 点 阻尼 系 获 的 强迫 据 动 运动 方程 。 或 者 引用 式 (2.33) 太 (2.34) 中 无 随 尼 加 有 阿 频 
率 及 阻尼 比 ， 即 


百 一 Vm } (2.72) 
h ==CA2w mk 
则 式 (2.71) 变 为 
台 十 9 名 十 囊 2X 一 3 sinot {2.73) 


式 (2.73) 表 示 的 线性 微分 方程 右边 不 为 零 ， 是 非 齐 次 的 。 这 样 的 微分 方程 通 解 由 两 部 分 
组 成 ， 可 表示 成 

x(1) =x, 二 x (2.74) 

此 处 %。 表 示 在 式 (2.73) 右 边 为 零 的 齐 次 微分 方程 遂 解 ， 称 为 原 式 (2.73) 的 余 函 数 。x, 是 原 式 
(2.73) 不 合 积 分 常数 的 特 解 。 : 

是 微分 方程 (2.73) 的 齐 次 式 即 (2.35) 的 解 ,已 经 求 得 ， 在 k < 1 有 时 就 是 式 (2,41), 导 由 

Xu 一 ext ACONV 1 —hist+ Bsinv | —hiot) (a)} 

得 到 。 式 中 A，B 是 由 初始 条 忻 确定 的 积分 常数 。 这 个 余 函 数 表 示 系 统 按 固有 频率 振动 ， 运 

动 随时 间 而 衰减 。 振 幅 和 相位 取决 于 初始 条 件 ， 系 统 以 固有 频率 振动 ， 并 随 肝 间 而 衰减 ， 是 
在 比较 得 的 时 间 内 网 到 平衡 状态 的 暂时 的 运动 ， 称 为 狭义 的 暂 态 振动 。 
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求 微分 方程 特 解 的 方法 右 

i) 拉 梧 训 日 法 

并 )》 待定 系数 潜 
“”。 拉 客户 日 法 可 适用 于 非 齐 次 微分 方程 的 右边 是 任 意 蚂 数 、 以 及 微分 项 的 系数 不 是 常数 ， 
面 是 自 变量 的 函数 等 情形 ， 数 学 上 适用 范围 广 。 

待定 系数 法 在 以 上 党 自 变 蜡 时。 只 适用 于 方程 右 进 是 Pest7e “cospttre ”Sn 谎 等 图 数 
或 它们 的 线性 组 合 的 情形 ， 此 处 Pp 是正 整 数 或 零 ，&a 和 8 是 包括 0 在 内 的 任意 实数 。 但 是 在 
强 追 振动 问题 中 ， 右 边 的 非 齐 次 项 常 取 这 种 形式 ， 所 以 还 是 待定 系数 法 适用 的 情况 点 岁数。 

为 运用 待定 系数 法 ， 设 式 (3.73) 的 特 解 形 如 

Xo—=C SNet CCoaot {2,765) 


X= CFCisin(ot—#) 
$=arctan(—C/C,) } (hp) 
和 有 ICs 是 待定 系数 ， 不 是 积分 常数 。 二 阶 微分 方程 的 两 个 积分 常数 己 包 含 在 式 ( a 1) 的 余 国 数 
‰ 中 。 将 式 {2.95) 代 和 人 式 42.73) 并 整 坦 得 
(026500 460.—P/m) sino (--mC, + 2nmoC ,+a tC) camt— 0 
上 式 对 任意 + 值 都 成 立 ， 所 以 要求 
【而 2 一 下 人 人  — 2haoc,=— Pon 
2K 历 OOC TT (DD)C,= 0 } 
同时 成 立 。 这 是 待定 系数 C, 和 C; 的 联 阐 方程 组 ， 解 之 得 
wi P, 
CT 了 | 
Pp 


co 2hag .了 
和。 m 


{ec) 


将 式 ( 6 ) 代 入 式 (2.75) 得 特 解 x， 


Py/m 
V0) (hom) sin (ot— $) | (2,.76) 


名 二 arctan[2hin/(o:—0)) 


分 子 与 分 慌 同 除 以 5* 一 Ym 得 


Xr 二 


二 IT 1 jr 
一 _ 2h(w/5) 
$=arctan 1 076 
识 者 由 式 (2.72) 用 系统 的 常数 区 ， 立 ， 大 表示 在 ， ， 写成 


sin(wt 一 只 ) 
(2.77) 


=arctantcor i k —imo: yy 
由 式 (2.74)， 微 分 方程 (2.73) 的 通 解 是 不 (a ) 的 祭 国 数 与 式 (2.77) 的 特 解 之 和 
xi (有 一 Bt Acosw 1 —hintt Bsinv | ~—h 6t) 
P, : 1 _ 
Eh VCI—(o/5)) tC2h(o/ oa) 


Pp, 
vk me) roy (ot $) | (2.78) 


十 Sin (wi) (2,.79) 


如 果 系 统 共 静止 状态 开始 运动 ， 妈 初始 条 件 为 x(0) 一 0 ，23(0) 一 0 ， 则 由 式 (2.79) 及 其 驹 时 

问 一 次 投 分 的 速度 表达 式 可 求 出 科 分 常数 4 和 五 的 值 
了 2 下面 全 

站 一 (Ny 


Popa 本 os 一 2jsas (2.80) 
m "v1 hi (Gt)2+ (2h50m)}? 
式 (2.79) 第 一 项 表示 以 系统 有 阻尼 因 有 频率 振动 的 暂 态 振动 ， 第 二 项 表示 随时 间 增 加 没 
有 振幅 递减 的 衰减 现象 ， 而 是 个 滞 振 力 保持 一 定 的 振幅 ， 并 以 注 据 力 的 频率 作 稳 坊 振动 。 暂 
杞 振动 的 振幅 与 相位 按 2.3.4 节 随 初 始 条件 而 迹 ， 稳 杰 拔 动 的 振幅 和 相位 与 初始 条 什 无 关 。 
式 (2.80) 表 示 ， 即 使 彻 始 条 件 鸭 x{0) 一 0 、2(0)}== 0， 也 不 会 有 太一 B = 二 0， 就 是 说 绝 
注音 即使 系统 有 平衡 位 置 以 静止 状 态 和 开始 运动 ， 也 还 会 伴 有 知 楚 据 动 。 
一 般 暂 态 振动 与 稳 坊 振动 合成 的 振动 中 ， 两 者 可 能 有 许多 不 同 的 组 合 ， 所 占 比 重 各 不 要 
同 。 本 章 考 虑 通常 的 强迫 振动 ， 如 图 2.24 所 志 ， 暂 态 振 动 迅 趾 消 此 击 只 留 下 稳 杰 迫 动 ， 际 振 
动 刚 开 始 部 分 外 ， 可 以 忽略 暂 态 上 模 动 。 但 是 有 些 场 合 督 坊 振动 非常 重要 ， 这 类 问题 往 第 三 : 
还 要 讨论 。 
2.4.2 动态 放 关 倍数 
在 单质 上 后 阻尼 系统 的 强迫 振动 中 ， 当 不 考点 运 动 岁 开 始 的 暂 杰 振动 ， 而 只 寺 论 稳 态 振动 
时 ，。 甚 位移 时 程 由 式 (2.79) 表 示 。 因 而 稳 志 振动 的 振幅 为 
xx PT 
Ek YL 一 (7/ 盏 睛 于 十 (全 (GOA 本 ) 半 
激 振 力 振 柱 P 产 生 的 静 位 移 


(2.81) 


oe= Pk {a) 


动力 与 静 力 振幅 比 为 
HX/Xs 


人 富 威 杂 动 


图 2.24 强 巡 振动 P 的 罩 态 振动 与 稳 术 振动 图 2.25 动态 放大 倍数 (共振 曲线 ) 
4 下 和 4 


1 
即 Mt eC DE (2.82) 
或 由 式 {2.78) 得 
万 四 
£7 (kk —moijs+ (ceo) (2,83) 
& 称 为 动态 增幅 率 或 动态 放大 倍数 。 


由 起 (2.82)， 动 态 放 天 倍数 只 是 频率 比 %/5 及 阻尼 比 有 的 函 数 。 以 阻尼 比 瑚 为 套数 ， 将 
动态 放 太 倍数 4 与 频率 比 w/5 的 关系 给 于 图 2,.25 中 。 每 条 曲线 在 频率 比 的 两 个 极 限 处 都 是 ， 
从 /而 一 人 0 HH=1ls 内/ 一 cc， 上 一 0 

由 起 (2.82，LBaxA 百 为 月 变量 ， 在 业 /dfax) 一 0 处 可 以 求 得 动 表 让 大 信和 歼 5 的 峰值 
kaaxe 实际 上 微分 得 (@/5)C(8/6): 一 ( 1 一 2R:)) 一 0， 册 


四 /天 一 w | —ohi hl/vV 2 

四 /本 一 0 天 > (2.84) 
将 式 {2。.84) 代 人 式 (2.82) 得 rasz 的 值 为 

parr 1 AUv 堵 Ce) 


如 图 2.25 所 示 ， 由 式 (2.84) 或 式 {e ) 的 第 一 式 ， 在 产 所 1/ 3 时 峰 仁 点 的 又 标 为 
四 /站 = 1—2h) 
Lo=1/(2hv 1 —hi) 
由 此 宵 去 记得 
k=1/Y 1 —(@/m} {a) 
这 个 方程 式 给 出 阻尼 比 挛 化 时 峰值 点 的 轨迹 。 
当 蜂 率 比 为 6/@==1， 即 激 振 力 与 系统 无 阻尼 固有 频率 一 发 时 的 振动 状态 称 为 共 据 。 放 此 
时 振幅 为 Xv 将 2 1 代入 人 式 (2。.81) 中 


Ke 二 * 二 《e) 
或 由 式 (2.82) 得 动态 放大 倍数 为 
Hrs 1/ 2h (2.85) 


共振 时 的 振幅 X, 称 为 共振 振幅 。 此 外 ， 图 2.25 所 表示 的 动态 放大 信 数 岩 包 括 共振 点 在 内 的 
频率 比 ey/ 二 而 变化 的 曲线 也 称 为 共振 曲线 。 共 据 时 ay 五 = 1 ， 即 9 下 页 ， 由 式 (2.72) 第 一 式 有 
k —mo:= 0 (2.86) 

与 共振 振幅 相对 ， 和 达到 hs,x 时 @/s 所 对 应 的 振幅 称 为 峰值 振幅 ， 设 峰值 振 幅 为 Xa.:， 则 


由 式 ( ec ) 的 第 一 式 及 式 ( & ) 与 (b ) 有 

P， i 

Ek 2h 1 hi (rf) 
计较 式 ( 6 ) 与 ( 1 )， 或 由 图 2.25 可 见 ， 共 振 振 幅 与 峰 值 振 幅 并 非 严格 一 至 。 由 于 两 者 之 比 


Xn = 


PF 
一 ke 时 ( B® } 


* a 


由 式 (2,44) 第 三 式 ， 共 振 时 有 2 本 = cow， 代入 式 (8 ) 有 
Rua :Pt{ em) (2.97) 

由 谐 和 激 振 力 Pusinoi 引 起 的 质点 稳 杰 振动 具有 式 (2.77) 第 一 式 所 示 的 形式 
x 一 Xsinfeot 一 由 )， 与 激 振 方 之 间 仅 有 式 (?.?77) 第 2 式 所 示 的 相位 差 
2 {2.88) 
因此 激 振 力 与 质点 位 移 并 不 同时 ;去 到 最 大 值 ， 吕 
是 第 1 或 第 2 象限 的 角度 ， 所 以 激 振 国 的 柜 位 较 
位 物 超 前 。 

由 式 {2.83) 可 见 ， 相 人 葵 差 是 阻尼 比 靖 及 频率 
比 @/ 二 的 函数 ， 其 图 形 未 于 图 2,26。 由 图 识 式 
(2.88) 可 知 ， 共 振 时 ， 即 os 一 1 时 ， 由 与 及 无 
其， 而 有 


具 二 Arctan 


$=T/2 (2.89) 

[例题 2.81 设 例 题 2.4 的 单质 点 阻尼 杀 统 受 

5Hz 的 谐 和 流 振 力 作用 ， 求 动态 放大 偿 数 及 系统 
与 敬 振 力 共 振 时 的 动态 放大 倍数 。 

[ 解 】 系统 的 无 阻尼 固有 圈 频 闪 为 5 一 46.71(rad/s)， 险 尼 比 h =0.20， 激 振 力 关 频 率 

二 2xX 5 二 31.42(rad/s)， 频 率 L 比 8/5 一 31.42/46,.71 一 0.673， 由 式 (2,82) 得 动态 放大 倍 


数 


图 2.26 ” 激 振 力 与 位 移 间 的 相位 差 


1 
HT T6032 X020X0.673) 


又 由 m=0.055{trsS/cm), C=1.028(t:s/cm), Kk 二 1290{t/em)， 因 而 根据 式 (2.83) 得 


一 1 .64 


120 


* = TI O00 Xa d(x 
共振 时 由 式 (2.85) 得 到 
Ras—1l/(2 XO0.20)=25 
这 些 数值 都 可 以 从 图 2.25 上 读 取 。 
2.4,3 复 数 与 矢量 表示 
频率 为 @ 的 谐 和 激 迫 力 可 用 复数 Poc!": 表 示 。 在 受 力 作用 下 ， 单质 点 阻尼 系统 运动 方程 为 
十 CE 十 KX=Pei*" (2.90) 


式 (2.71) 是 它 的 虚 部 。 这 里 与 前 节 一 样 上 内 讨论 稳 志 振 动 ， 和 如 2.4.1 节 所 述 , 稳 态 振动 表现 为 
具有 与 激 振 力 相 同 频率 但 却 存在 一 定 相位 差 的 振动 ， 因而 可 以 假定 式 (2.90) 的 稳 态 解 为 
XXeleit (2.91) 

式 42.91) 改 写 为 

和 一 其 ee 《2.92) 
于 二 Xe-'t 为 包含 振幅 及 相位 差 的 复 振幅 。 

特 式 (2.92) 代 入 起 (2.90) 得 一 匣 @? 症 e1"' 十 ic@ 革 e+:"' 十 ket"' 一 Poe!*'， 内 而 
让 二 Po/(k —mo? iwm) (a) 


a 0 


或 将 分 母 化 为 实数 ,得 四 一 Po 上 一 mm? 一 ic@)AC(K 一 mr)t 十 (cw) "又 内 式 (2.63) 及 (2.64) 
得 振幅 及 初 相位 为 
X= PA/ Uh my To), 
$=arctant eco/( kk 一 到 四 好 ] 
由 上 式 得 tfan$ 一 co/(k 一 mw?) ,因而 有 sin$=tan$/v 1 十 tan$ 一 ce/v(k —mo)7t{co)’, 
由 式 (2.93) 第 一 式 得 稳 态 振动 的 振幅 世 
X=Psing/co (2.94) 
由 式 (2.92)， 可 以 和 式 (2.28) 和 {3,29) 一 样 得 到 速 带 和 加 速 论 的 表述 式 
多 二 el 
4 = 
即 每 对 时 间 微 分 一 次 ， 拓 幅 塔 大 % 售 ， 相 位 超前 x/2。 
把 包括 淮 振 为 在 内 的 各 个 量 之 间 的 英 系 用 转动 矢量 绘 出 ， 则 如 图 2.27( a ) 记 示 . 惯 性 力 、 
阻尼 为 、 侠 和 揽 力 分 别 与 加 速度 、 速 度 和 位 移 反 向 作用 ， 这 些 量 的 矢量 图 示 于 图 {(b )， 力 平衡 
甘 系 如 图 ( ec ) 中 的 多 按 形 所 示 。 若 只 考虑 图 ( ec } 中 阴影 部 分 的 三 角形 ， 由 图 (dd ) 疡 未 下 列 儿 


何 美 系 成 立 


{2.93) 


fd 


图 2.27 强迫 振 动 的 矢量 表示 
P,=X VCk—mo | 
tan 由 一 CO 天 一 miGO3D) 
这 与 前 面 的 式 (2.93) 相 同 。 在 系统 共 拓 时， 让 式 (2.86) 知 k 二 mw@:， 力 平衡 -多边形 为 图 
2,.27( ee) 所 示 的 长 方形 ， 可 见 有 式 (2.89)， 即 省 一 /2。 
利用 式 {2,.72) 可 以 将 前 面 的 式 (a) 改 写成 系 一 (Perj7 (5 一 9 十 2ihoa)， 因 此 由 式 
(2.92) 可 以 得 到 


区 一 【Pa )A( 面 2 一 加 2 十 2j 丰 面 @) el (2.95) 
s 是 


将 此 位 移 与 单位 质量 所 受 滞 据 力 (Po/m)e'*' 相 比 可 得 


H{@)= (2,96) 


a 
这 一 形式 的 复 变 油 数 以 后 经 常量 现 ， 是 所 谓 频 率 响应 函数 的 一 种 。 
2.4.4 能 最 表示 
作用 在 质点 上 的 力 P 在 微小 位 称 dx 上 作 功 为 Fax， 可 改写 为 Pdx 一 P(dx/di)dt。 投 
PPosinwt， 位 移 * 一 XSin (wt 一 十)， 在 据 动 一 周 内 所 作 的 功 瑟 ,为 
P =| Pusinat « -CXsin (mt— $)ydt 


积分 后 得 
w= psinwt » oXcos (wt— $ )d{ot) 


PX | ~ Sinot( cosmt. cosg + sinat. sin$)d(ot) 
—PX | sse| cosor sinera(oz) + sing | sord(an ] 


括 强 内 第 一 项 积分 为 0 ， 第 二 项 积分 为 不 ， 苓 
W,=P,Xxrsing (a) 
另 一 方面 阻尼 器 的 阻尼 为 ct 在 dx 上 作 功 为 cidx, 可 改写 为 cdx 一 c#(dx/dt})dt 一 cy?di， 
振动 一 千 内 阻尼 器 消耗 能 地 瑟 ,为 


2x/8 
Wa | sd: 


一 [ 机 ”cazXacosz(ot 一 市 )d 一 oz 人 cosx(ot 一 由 )dtet) 


本 一 CO (by) 
由 式 ( 8 ) 可 见 ， 外 力 所 散 功 即 从 外 部 供给 的 能 量 玉 ,与 振幅 XX 成 证 比 。 叉 由 式 { b ) 知 月 
尼 引 起 的 能 晤 消耗 与 振幅 3 入 的 平方 成 正比 ,因此 用 图 下 示 能 量 与 振幅 的 关系 就 像 图 2.28 那 样 ， 
分 别 是 直线 及 二 次 曲 瞧 。 若 供给 能 用 大 于 消耗 能 景 ， 则 报 幅 逐渐 增 大 ， 反 之 振幅 减少 , 半 果 ， 
当 供 给 与 消耗 的 能 有 量 平 衡 时 ， 保 持 在 图 中 所 示 的 两 曲线 的 交点 
处 ， 振 动 维持 稳定 状 志 。 
因此 稳 术 振动 的 振幅 可 从 式 ( a ) 的 供给 能 晤 与 式 (b ) 的 消 
耗 能 量 相 等 求 出 :由 PeXxsin$ 一 cwXx 得 
器 二 Psin$ /cm) (ce) 
这 个 式 子 和 前 面 的 式 (2,94) 相 同 。 
由 式 (c ) 可 疯 ， 当 sin$ 二 1 基 才 一 7/2 有 时 据 幅 最 大。 这 时 
据 幅 为 Xm,: 二 Po/(cm)， 与 式 (2,87) 相 同 。 
即使 不 用 上 一 节 所 介绍 的 求解 微分 方程 式 解 的 方法 ， 强 迫 
据 动 肝 稳 志 振动 的 振幅 或 共振 振 帆 也 可 以 用 气动 系统 的 能 最 平 
衡 求 每 。 在 这 里 能 景 法 并 不 一 定 特 别 有 利 ,但 对 有 些 问题 ， 至 
少 对 砂 近 似 解 米 说 有 了 时 极为 有 效 。 国 2,28 供给 能 与 消耗 能 


六 了 和 电 


前 量 W 


设 系统 的 动能 为 了 ， 梦 能 为 立 ， 上 阻尼 庇 为 及， 激 振 力 为 如 ， 则 只 需 简单 地 在 有 阻尼 自由 
振动 时 的 式 {2.68) 省 边 添上 激 据 力 Q， 便 可 得 到 有 阻尼 系统 强 筷 振动 方程 的 能 量 宸 达 式 为 
d 开 dR dy 
量 ( 有 六 生 + 9 (2.97) 
令 口 =Pe! “ty 则 式 (2.97) 与 式 (2.90) 一 致 。 


2.5 地面 运动 产生 的 强迫 振动 


到 现在 为 止 、 所 有 据 动 系统 的 基础 都 处 理 成 回 定 在 刚性 地 表 上 。 本 节 沽 察 地 表 本 身 运 动 
! 奉 动 基础 运动 造成 基底 激 振 时 的 单质 点 阻尼 系统 的 扰动 。 

这 个 问题 与 地 震动 引起 的 结构 物 拨 动 有 密切 关系 ， 市 且 对 它 的 讨论 可 以 给 出 分 析 复 杂质 
点 系统 地 震动 反应 的 基础 报 念 。 

这 里 设 丢 统 固定 于 地 表 ， 地 圾 引起 的 基础 运动 称 为 地 面 运动 。 当 考 上 处 某 振 动 系统 孙 定 在 
别 的 作 独 立 据 动 的 结构 物 一 部 分 上 时 ， 这 个 圈 
定点 的 运动 也 可 以 认为 是 这 种 地 面 运 动 。 

2.5.1 运动 方程 式 与 等 效 激 振 力 


| 可 
受 地 面 运 动 激 振 的 单质 点 阻尼 系统 模型 通 


上 


常 以 图 2.29( a ) 或 ( b ) 表 示 。 图 (b ) 中 系统 置 
于 一 无 质量 平台 上 : 平台 再 放 在 无 摩 棕 的 裳 柱 


| 了 
| 7 
| A 


在 每 个 图 中 ，? 了 半 示 和 具 空间 固定 畏 为 基准 
测 得 的 地 面 运动 位 移 ， 男 定 轴 在 辆 中 用 点 划 线 多 全 
表示 。# 是 质点 相对 于 基础 的 位 移 ， 因 而 质点 
的 绝对 位 称 皇 为 图 2,29 ”她 面 运动 激 氢 下 的 单质 点 阻尼 系统 
ExX+y Ca) 
质点 加 速度 为 上 一 3# 十 引 ， 惯 性 力 为 一 本 (十 扩 )， 运 动 方程 式 为 
m(# dt ) ei kx= 0 : (b+ 
可 改写 成 
mC 一 一 : 当 (2.98) 


或 两 边 作 以 m， 并 令 


二/ 
ho/(2 RE) ) 人 
则 成 
攻 直 2 下 面 立 十 加 2 世 一 一 可 (2,100) 


式 中 厂 及 瑚 分 别 为 前 面 讲 过 的 无 阻尼 固有 隅 频率 及 阻尼 比 。 由 式 (a ) 有 x* 二 一》， 代 人 入 到 
式 (2.98) 或 (2,100)， 以 绝对 位 移 咕 示 送 动 方程 有 mse 十 咏 十 一 cy 二 Ky, 或 者 写成 
E 十 2 本 瑟 十 可 直 二 2 十 甸 *y (2.101) 
给 定 锰 而 运动 时 ， 由 于 式 (2,98) 右 边 成 为 已 知 的 时 间 函 数 ， 式 《2.98) 变 成 式 (2.70) 的 
形式 。 因 此 地 面 过 动 激 振 时 质点 的 柱 对 位 移 相 当 于 假设 基础 不 动 ， 而 将 地 面 运动 引起 的 慌 性 
. 89 * 


办 一 声 基 作为 激 振 力 作用 时 的 位 移 。 换 句 话 说， 图 2.30( a ) 即 图 2.29(b ) 中 的 系统 与 图 2,30 
《hb ) 绘 出 的 系统 是 等 价 的 。 从 这 个 意义 上 说 ， 式 {2.98) 右 边 P(t) = 一 襄 # 称 为 对 于 地 面 运动 
的 等 效 滞 据 力 。 

由 式 ( b ) 改 写 为 式 (2.98)}， 在 数学 上 不 过 是 简单 的 移 项 ， 担 是 地 面 运 动 的 激 振 问题 却 还 
原 成 将 系统 基础 看 作 固 定 而 对 质点 间接 激 据 的 强迫 振动 问题 ， 具 有 重要 的 物理 意义 。 


| Tp 


| 


| 


二 | 


ta) 人 
图 2.30 地面 运动 激 振 时 的 等 效 激 振 力 


2.5.2 谐 和 地 面 运动 激 媒 
选 地面 运动 为 谐 和 振动 ， 其 位 移 、 速 度 、 加 速 席 为 


站 一 Ge 
多 一 襄 Ge1 | (2.102) 
# =—0gel"! 
这 里 a 地面 运动 位 移 振幅 (单位 : ecm) 
wm: 地 面 运 动 圆 频率 (单位 ， rad/s) 
由 式 (2.100}， 运 动 方 程式 为 
| 灿 十 了 2 艳 而 各 十 而 38 一 四 206091 (2.103) 
与 式 (2.73) 一 样 ， 微 分 方程 (2.103) 的 通 解 由 相当 于 自 田 振动 解 的 余 函 数 及 均 东 稳 起 扬 
动 的 特 解 组 合 而 成 。 与 图 2.34 表 示 的 情况 一 样 ， 受 到 规则 的 谐 和 地 面 送 动 激 据 寻 ， 由 于 阻尼 
作用 自由 振动 也 很 快 消失 。 因 而 这 里 只 讨论 表示 稳 杞 振动 前 特 解 。 
为 求 特 解 ， 与 式 (2.92) 一 样 没 复 振幅 为 环 ， 有 
x =Ret"! (Ca) 
代 人 式 (2,103) 得 
=- 一 eq (b) 


一 而 一 郧 2 十 21hio 


由 式 (2.63) 及 (2.64) 有 ee 十 褒 二 Va 二 BY elo,8 一 arctah(8/ea) ,所 以 有 


1 me 1 避 一 1 站 
@ 十 证 vaitp: 
6 =arctan(B/a) 


因此 式 ( 6 ) 可 写成 
ae wg 一 -= 心 一 【站 
WA 一 人 2) 十 《2 机 全) 


=arctan(2hao/(d—0:)) 


互 


利加 生硬 


由 式 (a ) 得 位 移 
| ， 
* TROT Ro te) 
式 (< ) 表 示 的 位 移 振幅 还 可 以 写成 
x = wma mia/ 
(BI—0) + (hao VE (O05) :+R0/s) 
式 中 的 分 子 w:0/5: 二 m(@*a)/k， 它 竺 于 激 振 力 振幅 Ps 一 m (wa) 引 起 的 质点 静 位 移 X,， 因 而 
这 时 动态 放大 倍数 下 一 X/X, 为 ' 
1 
FITT EO/ TR 
与 式 {2.82) 比 较 可 知 ， 庶 和 地 面 运动 油 振 的 动态 放大 等 数 与 直接 对 质点 加 谐 和 汶 振 力 引 起 的 
强迫 振动 相同 ， 所 以 式 (2,104) 散 图 形 与 图 2,25 相 同 。 
由 式 (a ) 及 式 (b ) 得 


(2.104) 


和 etm 0 ei! 二 
Him 2ihgGom 
此 式 与 式 t2.102) 第 一 式 相 加 得 质点 绝对 位 移 为 
alo 2ihsm) ple! 
面 2 一 内 3 十 2 下 各 网 
将 它 对 了 时间 上 微分 两 次 ， 得 质点 绝对 加 速 魔 为 
wg{(s:+2ihan) -ai 
世 寺 引 一 一 Hi— m4 oihim “ 
因而 质点 绝对 加速 座 与 地 面 运 动 加 速度 之 比 为 
s+# haDm 5 二 (2h6m): ,pl 
8 Ep pr Vr ys ei" (4d) 
2h(0/m): 


办 =arctan| TS) TA/ | {e) 


(2.105) 


(2,106) 


区 一 和 十 ?9 宇 


fl hs 而 ?3 
| 千 |-v = 全 a7a (107 
受 谐 和 地面 运动 激 振 时 质点 绝对 加 速 诬 与 地 面 运动 名 速 首 的 振 栖 比 称 汶 加 速 座 反 应 放大 倍 
数 。 类 似 地 ， 质 点 位 移 与 地 面 运动 位 移 议 及 质点 速 庚 与 地 面 送 动 速 度 之 比分 别 为 位 称 反 应 放 
大 倍数 及 速度 反应 放大 倍数 。 但 是 多 数 场合 不 是 用 质点 绝对 位 移 、 绝 对 速 席 ， 而 是 用 相对 位 
移 、 相 对 速 座 ， 即 用 |x/y| 或 |3/| 来 表示 。 此 外 加 速度 、 速度 及 位 移 反 应 放大 倍数 总 称 鸭 反 
应 放 太 信和 数 误 传递 信 率 。 

式 (2.107) 给 出 的 加 速 弃 反应 坡 太 倍数 作为 频率 比 @/ 石 的 函数 用 图 形 表 示 如 朵 2.31。 在 
a/ 百 = 1 的 共振 虑 附近 各 曲线 出 现 峰 值 ， 这 个 图 岂 是 一 种 共振 曲线 。 加 速 诬 反 应 放大 倍数 峰 
值 对 应 的 频率 比 @/ 下 也 可 以 像 式 (2.84) 一样 ， 由 式 (2.107) 对 /五 的 搬 分 为 0 求 得 为 

W/m=v /1 1 十 8 二 1 (Cf) 
各 曲线 的 峰值 ， 即 各 阻尼 比 对 应 的 加 速 府 及 应 放大 倍数 最 大 值 可 将 式 ( 了) 代入 式 (2.107) 而 
得 到 


be 3 全 


| 后 | NT) =- 记 
近似 等 于 式 (2。.85) 的 动态 放大 倍数 。 

凌 式 (2.107) 中 , 令 | (2 十 A# | 一 1 ,得 [ 1 _ (0/0) 1 ,可 推 得 1 一 (0/6)* 二 土 1， 
出 w/6 二 0 或 6/5= 二 M3。 由 图 2.3!1 可 知 在 点 /5 二 2 处， 不 论 阻 尼 比 hb 取 慎 么 值 ,所 有 的 
放大 倍数 均 为 ! 。o/6> 范围 内 放大 信和 数 总 比 [ 小， 姑 反 应 加 速度 比 地 面 运动 加 速度 
小 。 另 外 在 这 个 范围 内 ， 限 尼 越 大 反应 放大 倍数 反 市 越 大 。 


1 二 + 势 占 | 


Os 10 1 0 


图 2,31 加 还 摩 反 应 放大 图 2.32 地 面 谤 动 加 速度 与 反应 ( 编 对 ) 加 
倍数 (共振 曲线 ) 速度 同 的 相位 差 


几 式 (ee ) 给 出 的 角 认 表示 谐 和 地 面 运动 激 据 时 地 面 运动 加 述 度 医 基 与 质点 绝对 加 速度 拓 
量 间 的 相位 羞 。 堵 将 式 (e ) 用 图 表示 侄 得 到 图 2.32 的 结果 ， 它 与 图 2.26 或 式 (t2.89) 所 示 的 质 
点 前 接受 谐 和 流 振 圭 不同， 如 使 在 /5 二 i 共 据 上 时， 相位 差 也 不 等 于 x/2。 但 式 ( ) 在 9/5 = 二 
1 附近 可 写成 问 一 37ctan(1/27)， 轩 此 当 九 必 1 胖 ， 可 认 询 由 二 /2 在 共振 时 近似 成 立 。 

T 倪 铀 2.91 单质 点 阻 电 系 统 犁 存 阻 电 固有 周期 为 Ta 一 0,1378， 阻 尼 比 为 有 二 20 饭 , 求 受 
T 一 0.25s 的 谐 和 地 面 运动 注 拓 时 加 速度 反应 让 友信 和 数 及 共振 时 的 加 速度 反 应 放大 倍数 。 

5 解 ] VIN 1—(0.20)” 一 0.9798 

频率 比 ”9/6 二 (0,.137X0,9798)/0,25 一 0.537 
代入 式 (2,107) 得 加 速度 反应 放大 倍数 


| 十 当 |=y 1 +400,.2):(0.637) 
C1—{0, B37) 740 20)210- 5377 


= (1 十 0.04617A(0。5064 十 0.0461) 一 4376 
共振 了 时 令 志 (2,107) 中 四 /而 一 -1 ， 则 |# 十 JAY | 一 (1 十 4h7)/4Ri ,于 是 得 
| 芝 十 纪 | = 1 +4(0,.20)* _, 60 
区 


A4(0. 20): 


这 些 数 什 胡 可 以 从 图 ?2 。31 上 读 出 。 
2.58.35 频率 响应 函数 
如 趟 {2.102) 那 绊 ， 取 地 面 运 动 的 位 移 、 速 庶 和 部 速 度 为 


ea BB * 


y 一 ae 本 a 


§ 一 种 Gel (b) 

# =mae'"! {ce) 
由 这 个 地 面 运动 所 产生 的 相对 位 移 反 应 ， 可 由 式 (2.105) 得 到 

Xo Eliot . (dy》 


而 2 一 内 2 -十 2 调配 


七 时 间 微 分 可 得 相对 速 弃 反 应 及 相对 加 速度 反 许 为 


下 一 孔 各” ia (ee) 
而 一 加 2 2ihdn 
md 
昌 二 人， ® [i ( f ) 


F012iAsD 
由 式 (2,106) 给 出 的 质点 绝对 位 移 反 应 及 其 对 时 间 微 分 后 得 到 的 绝对 速度 反应 与 绝对 如 速度 
有 应， 分别 为 ; 


iwm(5:+2iham) 。 
. Hm nsw 
+ 一 四 (ww 二 277 人) 
"Gio 二 2ihje 
现 将 式 ( 与 式 (*) 相 纪 ， 记 为 H(&@)， 则 


ou?+2iham 
H(0) ~ Foi Indo (2.108) 


轩 频 率 o 或 频率 v 二 24/@m 统 称 为 频 训 ， 因 而 式 (2.108) 是 频率 的 函数 ， 这 是 系统 以 某 个 频率 
作 稳 术 振 动 时 ， 质 点 反应 相对 于 激 振 力 的 函数 ， 故 称 为 频率 唤 应 函数 。 具 体 来 说 式 (2.108) 
巧 质点 绝对 加 速度 相对 地 面 运动 加 速度 的 频率 中 应 函数 。 频 率 响应 函数 也 称 为 传递 函数 。 式 
(4 ) 与 式 (b ) 之 比 为 


一 迎 
面 3 一 自 2 十 2 下 而 自 本 


H{w) 一 


是 质点 相对 位 称 对 地 面 运动 速度 的 频率 哆 应 陪 数 。 及 式 ( f ) 与 式 ( i ) 之 比 

虫 2 
Bi 2 而 加 
为 质 虑 相对 加 速度 相对 于 同一 质点 绝对 如 速度 的 矣 率 嘛 应 冰 数 。 

由 此 可 见 ， 频 率 响 应 户 数 可 定 疼 为 式 (a ) 一 ( i) 中 和 任意 两 个 振动 车 间 的 关系 。 此 外 ， 
2.4.1 节 所 述 的 对 质点 直 搂 装 振 时 ， 如 式 (2,96) 那 祥 ， 也 可 以 定 交 激 拔 力 与 各 种 反应 量 曾 的 
频率 啊 应 尔 数 。 

一 般 说 来 ， 频 率 聊 应 函数 是 作 稳 志 谐 和 振动 的 系统 中 两 个 所 动量 的 复 振幅 之 比 ， 它 是 峰 
率 @ 及 蓉 统 固有 特性 的 复 变 函 数 ， 和 也 含 了 两 个 振动 有 若 间 有 关 振 丹 比 及 相位 痉 两 方面 的 信息 。 
频率 聊 应 图 数 的 绚 对 值 恒 是 前 面 讲 过 的 反应 放大 倍数 。 针 如 式 (2.1908) 可 窟 成 

i 


H({@)= 


可 见 频 学 响 应 硼 数 中 闫 率 名 完全 可 出 下 数 记 表 污 ， 故 HB) 也 可 以 号 成 H(iw)。 关 于 频率 啊 应 
是 罗阳 


函数 ， 还 莫 在 3。6 池 中 详细 介绍 。 
【例题 2,.10】 设 系统 的 无 阻尼 固有 阅 频 率 及 阻尼 比分 别 为 再 = 46.7irad/s 及 jh 一 0.20, 地 
面 运 涝 加 频率 二 25。.13Iad/s, 求 质点 的 绝对 加 速度 衫 对 于 地 面 运动 加 速度 的 频 素 响应 冰 还 。 
[【 解 将 给 定 的 值 代 人 式 (2.108) 得 锋 素 响应 函数 为 
(46。71)2 十 2i(0。.20)ft46.71)f25。13) 


H(25.13)= (46.71)*— (25.13):+2i(0.20) (46.71)(25.13) 
_ 2181,8 十 469.5i 
1I1550.3 十 469 。5i 
或 者 将 分 母 有 理化 且 约 分 后 得 
Hi25.13)=1.373—0,.113i 
这 个 复数 的 绝对 信 为 


| (235,13)| 一 w71.373J8 下 7T0 13 太 一 1.378 
这 里 @/ 一 25.13/46.71 一 0.538， 与 例题 2,9 差 不 多 ， 因 此 频率 响应 函数 的 绝对 值 与 读 例题 
求 得 的 加 速度 反应 放大 倍数 几乎 一 致 。 


第 三 章 ”单质 点 系统 的 暂 态 振动 


在 2.4,1 季 中 已 经 说 过 ， 暂 坊 振 动 一 般 是 指 振动 系统 从 强迫 给 定 的 初始 位 移 或 初始 速度 
的 状态 开始 到 居 复 平衡 状态 为 耻 的 县 坊 振动 。 

振动 系统 有 时 会 连续 受到 以 一 定 规律 随时 间 变 化 的 非 重 复 力作 用 。 这 一 类 激 振 问 题 与 地 
震动 问题 密切 相 基 ， 因 而 特别 罩 要 。 在 这 种 场 含 ， 在 某 时 刻 力 的 作用 下 所 产生 的 暂 态 振动 沿 
未 结束 的 下 一 朋 间 ， 系 统 又 受到 下 一 个 不 同 的 力作 用 ， 所 以 系统 的 总 体 反 应 是 与 暂 态 振动 有 
关 的 。 

因此 ， 这 里 的 所 谓 暂 态 振动 的 亦 义 与 持续 时 间 的 长 短 无 关 ， 而 应 广义 地 解释 为 由 不 规则 
的 激 振 过 程 所 产生 的 振动 。 本 覃 将 研究 有 关 单 质点 阻尼 系统 的 乔 态 振动 的 各 种 问题 ， 引 人 在 
地 震 工 程 学 中 极为 重要 的 反应 谱 概 念 。 


3.1 冲击 力 产 生 的 振动 


设 处 于 静 芋 状态 的 单质 点 阻尼 系统 的 质点 上 在 极 得 时 间 间 隔 在 内 作用 一 个 力 P。 力 及 
其 作用 时 间 的 乘积 册 秃 种 是 。 力 随时 间 变 化 时 ， 英 冲 荐 可 由 如 下 积分 定义 ， 
T= [p(t)dt 
作用 财 间 极 短 的 为 称 为 溃 击 力 ， 如 碰 擅 或 打 而 财 的 办 
等 就 是 这 种 力 。 现 在 假设 如 图 3.1 所 示 , 作 用 在 极 短 时 
闻 内 的 冲击 力 P 是 不 变 的 ， 则 作用 的 冲 量 为 
I=PAat {3.1) 
可 将 神明 作用 结束 的 时 刻 定 为 1 二 0。 
质量 与 速度 的 乘积 称 为 动量 ， 动 量 的 变化 与 所 作 
用 的 冲 基 相等 。 因 此 ， 如 果 投 有 冲 量 的 作用 ， 动 最 就 
保持 不 变 。 这 个 原理 称 为 动 县 守 衡 定律 。 1.2 中 损 
述 的 牛顿 第 一 定律 和 第 二 定律 即 为 这 一 定律 的 间接 青 
未 。 
在 现在 的 情况 下 ， 设 质量 辩 忒 点 的 硕 点 初始 处 于 静止 状 志 ,如 速 度 为 零 的 状态 ,经 过 A 时 
间 后 速度 为 的 ， 则 和 动 基 的 变化 为 mizo， 它 与 所 作用 的 冲 量 相等 ， 即 
mio— Pat {a) 


图 3.1 对 冲击 办 的 位 移 反 应 


因 些 ， 质 点 在 1 = 0 了 时 的 初速 度 为 
Bo= PAI/m {b) 


或 由 式 (3,1) 得 t= 工 /mm。 

因为 At 是 个 微小 量 ， 对 式 《 b ) 积分 来 求 位 移 ， 就 得 x 一 请 P "(41)*/m。 这 个 值 的 量 级 

蚊 微 小 翘 的 平方 ， 与 式 〈《b 》 的 速度 部 相 比 可 以 忽略 。 因 此 ， 图 2,15 所 示 的 单质 点 阻尼 系统 
9 


的 质点 受到 图 3.1 所 示 的 冲 草 作用 有 时， 在 上 一 0 时刻 以 后 就 作 初 始 条 征 由 下 式 给 出 的 自由 所 
动 

OO)= 0 (0)= 1/m {ce) 
在 这 样 给 定 的 初始 条 件 下 ， 系 统 的 位 移 反 应 可 由 式 《5 》 和 式 -(2.57》 得 到 


x (+t) 


e "gnmat (3.2) 
6 


同时 ， 从 式 (2.58) 和 (2.59)， 可 以 分 别 得 到 速 询 反 应 和 加 束 座 反应 为 


z(t ) 一 去 ce Cosmat ~ ~ rs sinoat | (3.3) 
一 一 a _ 为 
了 ) 一 一 se 1 — jsinsett i sn | {3.24) 


及 Er) eft)y 和 Er) 分别 表示 单位 证 量 产生 的 位 称 反 应 、 速 底 反 应 和 加 速度 反 
应 ， 则 在 式 《3.2)、(3.3) 好 《3。.4》 中 取 工 一 1， 便 得 


| 
tt{r ) 一 斋 芒 e Minsut 


六 1 -ht ee nh 5 
《Et ) 一 六 2 | cos gsinoet | | (4q) 


下 md hh2 2 
(ft )=— * | [ 一 > ) sinBut + Tp cordet | 


央 示 系统 对 这 种 单位 仲 量 的 反应 的 时 间 函 数 ， 一 般 称 为 脉冲 反 应 函 数 。 由 式 《2,50》 和 式 
(2.33)， 有 二 了 一 5，B 二 VKEYMm。 所 以 从 式 《d 》 可 知 ， 如 时 给 定 了 质点 系 质 量 
mm， 弹簧 常 数 k& 和 阻尼 比 刀 ， 山 就 确定 了 脉冲 反 应 肖 数 。 也 就 是 说 ， 脉 冲 反 应 函数 仅 与 系统 
的 特性 有 关 ， 是 系统 的 固有 函数 。 | 

另外 ， 在 t 二 0 肘 刻 之 前 ， 假 定 了 系统 处 于 静止 状态 。 因 此 如 果 在 时 域 正确 定义 了 脉冲 
反应 函数 ， 式 (4 ) 就 应 分 别 写成 ， | 


E(t > | (3.5) 
Erf)= 一 0 t<o : 
; 1 -az Tcoo . 下 i 二 
ott Li [eosaar Th sin st | | (3.6) 
et)=0. t<0) 


E01)=—B on |(1 — Tm) nodtt Fmt | ~ C8.7) 
6¢(t)=—0 t>0 
式 (3.5) 至 式 8.7》 表示 在 有 冲击 力作 用 这 一 原因 之 前 不 会 产生 反应 的 结果 ， 这 种 原因 与 结 
果 之 闻 存 在 着 一 定 的 关 荣 ， 即 一 种 因果 律 关系 。 一 般 将 < 0 时 为 0 的 时 间 函 数 称 为 内 果 性 
时 间 函 数 。 
* 40 « 


3.2 ” 笃 加 积分 与 初 积 


3.2.1 释 加 积分 

上 节 中 所 述 的 单一 冲击 力 所 产 生 的 振动 的 解析 结果 ， 可 以 用 作 求 解 当 单质 点 阻尼 系统 的 
质点 上 作用 有 随时 间 变 化 的 任意 力 PE(t) 时 
系统 的 上 反应， 如 求解 上 一 章 中 的 送 动 方程 式 
(2.70) 


Pl 


mc 二 kx= P(t) (3.8) 
的 一 种 方法 。 

设 图 3.2 的 曲线 表示 给 定 的 任意 力 的 时 程 ， 
将 曲线 与 时 间 轴 之 间 的 部 分 按 几 中 所 未 的 一 个 个 
微小 时 间 癌 卫 4z 进 行 分 站。 即 把 任意 力 国 数 
P(z ) 着 作 由 一 串 在 无 限 小 时 间 上 作用 的 冲 最 合 
成 ， 每 个 冲 量 可 以 认为 如 图 3.1 所 示 从 其 作用 汐 
性 间 开始 使 系统 作 自由 振动 。 这 种 自由 据 动 由 
式 (3.2》 表示, 系统 在 任意 时 刻 t 时 的 反应 可 出 图 3.2 冲 旺 的 合成 
这 一 连 忠 神 量 所 产生 的 自由 振动 的 总 和 来 给 出 。 

将 了 二 P(tT)ar 人 我 入 式 《s.2)， 就 可 得 到 由 疼 3.z 中 的 斜 线 所 表示 的 任意 一 个 冲 量 所 产 
生 的 质点 位 移 为 


.PCT)dr 。 
Hiea 
式 中 上 为 求 反应 的 时 刻 ，5 因 冲 最 作 中 的 时 划 ， 因 此 + 一 站 是 从 冲 收 作用 开始 所 经 过 的 时 间 。 
t 时 乾 的 实际 反应 ， 就 是 从 时 乾 z = 0 到 T= + 为止 所 有 冲 量 产生 的 反应 的 总 和 。 因 

此 ， 将 上 式 从 + 二 0 到 Tt 二 t 悉 加 由 积分 起 来 ， 就 得 出 位 移 皮 应 为 
x {1 ) Ais | PUT)er i sno tt — Tdr {3.9) 
这 样 将 系统 在 任意 力作 用 下 的 反应 看 作对 冲 量 的 反应 的 耸 加 ， 所 得 到 的 式 《3.9) 那 祥 
的 积分 就 称 为 又 加 积分 或 杜 哈 曙 Duhamel1》 积分 。 这 个 积分 的 意思 就 是 用 自由 振动 的 登 吉 
来 表示 由 随时 间 变 化 的 力 所 产 生 的 现象 一 一 即 所 谓 过 湾 现 象 。 式 〈3.9) 中 的 +， 在 物理 上 
表示 冲 量 的 作用 时 刻 ， 在 数学 上 则 次 示 作 积分 时 的 参 变量 或 碟 变 量 。 
与 式 〈3.9)》 的 祷 况 一 样 ， 根 据 世 (3.3》 速 度 反 应 可 由 下 式 表 示 


dx( t }= sino (t—~r) 


#2( 1 ) 一 人 PC)e-5oro[cosaeti 一 一 sinwa{ t 一 *)jdr {3,.10) 
5.2,2 初 积 
给 定 两 个 函数 人 (x ) 和 f4( x) 时 ， 两 个 函数 的 积 为 
1 (x) h(x) fl x) (a) 
而 由 下 式 定义 的 函数 了 (x )， 则 称 为 函数 (x 》 和 js( * ) 的 换 积 或 卷 积 
fx 一 人 fx — 9)ay (b) 


EE 


同时 将 式 〔b 》 的 演算 称 为 褚 积 积 分 或 简称 为 福 积 ， 也 可 称 为 卷 积 积 分 。 以 时 间 # 作为 变 景 
时 ， 时 间 的 函数 人 (+ ) 和 fz( + 》 的 宰 积 就 是 
1 (1)= | (T(t 一 上 )dr (3.11) 
设 h( t )》 是 在 区 间 0 < 之 + 之 oo 上 定义 的 本 数 ，fh( + ) 为 因果 性 时 间 秀 数 ， 岂 
了 TD TD | 
fa(t—T)=0 t < ' 
所 以 式 〔3.11) 的 积分 范围 限定 在 区 间 0 艺 + < + 内 ， 可 以 写成 


fC1)= | (TR 一 rar (3.12) 
这 个 褐 积 的 值 与 式 (3.11》 状 值 。 式 (3.12】 的 定义 世 可 写成 
(1) f(t )#f(t ) (3.13) 


如 在 式 《3.11) 中 作 变 景 变换 上 一 + 三 z+， 则 T= 二 + 一 fT'，dr 二 一 必 '， 所 以 有 
[nC 一 rar=| h(t —r f(r (ar’) 


= [fr he rr ) are 
即 
天 人) 水 下 ( = t )*1 (ty) (3.14) 
由 此 可 知 描 积 的 运算 具有 交换 律 。 
当 三 个 函数 f(t ), f(t ) 和 f(t ) 之 间 存 在 式 《3.11) 或 式 《3.12) 所 表示 的 袜 积 
关系 时 ，f,(t ) 或 Ht ) 中 的 任 曾 一 个 称 为 另 两 个 国 数 的 反 福 税 。 式 《ay 所 示 的 积 的 道 


运算 是 商 ， 例 如 

f(t )= (tt) 
与 此 相对 应 ， 本 书 中 将 必 为 式 (3.13〉 的 逆 运 算 的 反 裙 积 表示 成 

ft)= F(t) {3.15) 
如 将 过 (3,15) 中 的 f(t ) 和 f(t 》 堵 作 已 知 函 数 ， 反衬 积 j(+ ) 看 作 未 知 男 数 ， 则 式 
《3.15》 就 是 关于 未 知 铺 数 j( 1 ) 的 积分 方程 式 ， 属 于 颂 尔 案 近 《Yolterra》 第 一 类 积分 方 


程 。 
将 受 任 意 力 严 (t+ ) 作用 的 单质 点 阻尼 系统 的 运动 方程 式 【3.8) 的 解 ， 妈 表示 系统 的 位 


移 反 应 的 式 (3.9)， 用 式 (3.5) 的 脉冲 反应 函数 来 表示 ， 则 有 
(1)=| P(r Et — tar (3.16) 
或 
x(f)=| P(OEt — +t)dr (3.17) 
志 即 成 为 函数 Pt ) 和 (+t ) 的 袜 积 。 同 时 ， 由 起 (3.10) 和 成 (3.6)， 可 将 速 府 反应 出 
以 裙 积 来 表示 
ai)= [pO E(t — +) 


各， 


3.3 对 地 面 运动 的 反应 


受到 地 震动 那样 的 地 面 运动 作用 的 单 盾 点 阻尼 系统 的 模型 如 .上 一 章 的 图 2.29 所 示 。 设 地 
面 运动 的 位 称 为 》， 质 点 相对 于 基础 的 位 称 为 x ， 则 系统 运动 方程 式 为 式 (2.98) 或 (2.100)， 
即 


ni 二 cz 十 Kx= 一 友情 (al 
或 
东 十 2 及 而 去 十 以 一 一 扩 (3.18) 
上 式 也 可 写成 
玫 十 捅 一 一 2 由 而 六- 一面 2 芝 (by》 
和 将 式 《a ) 与 式 《3.8) 相 比 较 ， 可 知 当下 成 成 立时 两 式 相等 
P(t )=—my (ce) 


基 一 mm 为 等 兹 激 振 力 。 因 此 ， 将 式 《5 ) 代入 作为 式 (3.8) 的 解 的 式 《3,9》 和 (3,10)， 
就 可 求 出 给 定 任意 地 面 运动 加 速度 时 间 历 程 #4{ 1 ) 时 的 相对 位 移 反 应 利 相 对 速度 反应 分 别 


为 
1 


{tt ;= 于 上 y(t esinoa(t — T)ar {3.19) 
和 
(+ )= 一 | (zx )e- "sem | cos6at to—T)C— at f— ) | (3.20) 
将 式 〈3.20) 对 时 间 微 分 ， 就 可 求 得 相对 加 速度 反应 。 利 用 含 参 变量 的 亦 定 积分 的 微分 
公式 : 


于- j(T, +t J)ar= | Tart f(T tt) 
相对 加 速度 及 应 可 以 写成 


六 ( )=a. | y Ce 人 sna + 一 +) 
tind t 一 ]dr 一 (3 


因此 ， 绝 对 加 速度 反应 可 以 表示 为 


z(t to 6 y(t)e ren (1 一)sinae(t 一 z) 


+ Rd —r) lr _ (3.21) 


注意 我 式 (2.50} 的 关系 ， 即 各 一 5 一 kh:， 特 式 (3,19) 和 式 《3,20) 代入 式 (5b) 的 
右边 ， 就 得 到 与 式 (3,21) 相同 的 结果 。 当 然 这 肯定 了 式 (3.19) 是 运动 方程 式 (3.18) 或 
式 《a ) 的 辉 。 
将 表示 对 地 面 运 动 加 速度 反应 的 式 《3.19)、(3.20) 和 (3.21) 写 在 一 起 ， 就 有 
1 


X(t)= -二 # (rT)e et gino t — tT )dt 


z( j= 一 | yg (Te 全 |cosae( 1 Tt). 


| 


h 


Nar sinoatt—T ar 


(3.22) 


s(t) + g(t) 6 Cr)e en (i — si) sat 一 上 ) 


+ Rca( 上 一 工 ) | 
式 《3,22) 所 家 示 的 位 移 、 逼 度 和 加 速度 反应 可 以 分 别 用 以 下 的 祷 积 形式 来 弄 示 


xin (TE tdr | 
i 4) | y(t) E(t — 7 )ar (3.23) 
a(t +a) = |, yO EC aa | 
式 中 
C(t) — Besinoat 


加 一 2 2h 一 
Emu 和 i Sint+ pa | | 


它们 分 别 为 音质 点 阻 屁 系 鲍 对 给 定 地 而 运动 加 速度 的 位 称 、 速 旗 和 鸠 对 加 速度 脉冲 到 应 国 


数 。 当 和 然 它 们 都 是 因果 性 时 间 冶 数 ， 所 以 必 
定 有 

E(t)=0, Et)=0, E(t)=0 

£0 

图 3.3 是 在 无 量 纲 时 间 稍 坐标 asf 上 画册 
的 式 (3.24) 所 示 脉 冲 到 应 国 数 的 形状 。 阻 
屁 比 为 天王 0.95。 当 ?小 于 0.05 时 ， 波 形 的 
持续 时 前 将 更 长 。 妆 六 比较 大 时， 波形 衰减 
得 就 起 ， 这 与 图 2?.19 所 示 有 限 尼 的 自 虫 度 动 
情形 相同 。 式 《3.24) 所 闪 示 的 关于 位 移 、 
速 座 和 加 述 座 的 脉冲 皮 应 销 数 ， 实 际 上 是 江 
是 下 式 所 示 了 的 有 阻 才 自由 振动 的 送 动 方 程 
式 

Et) Rm t+ 1 )=0 (d) 
只 隔 由 所 (3.24) 中 和 省 起 代入 上 式 的 左边 ， 
谍 号 窗 易 证 曲 这 一 点 。 男 外 ， 在 式 〈3.24) 
中 联 := 0 ， 就 可 得 肚 冲 芭 旋 范 数 的 初始 值 
为 


中 | 和 


(a) 
过 
一 二 
1 
{b} 
0 
一 ] 
1 
fc) 
如 
心 中 
Ee 
丰 mo I 


—- oi! 


图 3.3 脉冲 反应 通 数 (hh=0.05) 


t(0)=0 
E00)=—1 
E (0 ) 一 2 


当然 ， 即 使 在 t 一 0 的 鲜 间 ， 也 满足 式 《d)。. 

将 式 〈3.24》 所 示 的 对 于 孝 面 辣 动 的 脉 吓 反应 男 数 与 式 〈3.5》 至 式 〈3.7) 所 示 冲 击 力 
作用 于 质点 时 的 防 冲 反应 芍 数 相 比 较 ， 除 了 负 导 和 系数 1 /m 以 外 ， 两 者 是 相 同 的 。 由 于 首 
先 愉 受 冲 击 力作 用 的 质点 的 区 应 册 发 ， 将 其 夺 加 税 分 得 出 受 任 意 力 已 (0 ) 作用 时 的 反应 ， 
再 考虑 等 效 激 振 力 ， 以 地 面 加 速度 产生 的 惯性 力 --mgift + ) 来 代替 P(t)， 从 而 得 出 式 (3.24) 
所 示 的 脉冲 反应 国 数 ， 所 以 得 到 上 述 结 果 蚌 很 睛 然 的 。 

但 在 式 (3.24) 中， 表面 上 已 经 不 包括 冲击 力 或 冲 量 前 和 概念。 因此 入 研 究 对 地 面 运动 的 
反应 问题 时 ， 若 眼 于 起 《3。23) 的 英 系 ， 将 脉冲 反应 国 数 定 六 为 地 则 困 速 诬 与 反应 的 反 祸 积 
是 合生 的 。 即 启用 式 〈3.15)》 的 特 号 来 去 未 ， 凸 是 

EX) 
.让 (一 让) (3.25) 
Etat 4 tI yt) 


进一步 将 式 〈3.35) 右 辽 的 酚 个 国 数 不 限 定 为 地 面 加 速度 和 质点 的 反应 ， 而 是 作为 与 系统 有 
芙 的 任意 两 个 振动 量 ， 井 将 脉冲 反应 国 数 吞 作 这 酚 个 有 时间 国 数 的 反 亩 积 ， 则 就 成 为 广 叉 的 脉 
冲 反 妖 畏 数 定 妈 了 。 无 论 是 哪 种 铺 况 ， 脉 冲 反 庶 久 数 都 是 只 由 6 (或 6s) 和 大 ， 或 可， 02。 
k 等 系统 的 特征 值 来 决定 的 ， 是 系统 固 育 的 因 举 性 时 间 国 数 。 

当地 面 加 速度 的 有 时间 过 程 了 (+ ) 给 定 讨 ， 对 式 〈3.22) 逐步 积分 ， 或 计算 式 (3,23) 的 
袍 积 ， 或 对 式 〈3.18) 的 微分 方程 式 进 行 直接 积分 ， 就 可 以 求 出 单质 点 阻尼 系统 的 反应 时 间 
过 程 x(F)， 所 ) 或 2( +) 十 (tt )。 且 不 说 理论 上 的 意义 ， 存 实用 上 几乎 都 采用 8.3,2 节 


[i 温 大 加 速度 386.00cmy 321 


图 3.4 . 埃 尔 森 特 多 1940 南 北 分 量 可 速度 记录 


“1) 本 书 中 所 代用 的 埃 尔 霖 特 罗 1940 南 北 分 基地 其 加 速度 时 程 曲线 ,是 疾 作 者 的 方法 分 对 出 又 尾 反 应 分 析 委 员 会 报告 5 


中 发 表 的 元 慎 作 子 替 经 校正 后 的 明 线 . 
2) Ohsaki,Y, :Correction of Earthquake Accelerogram,Rescarch Report 172-01, Department of Archite— 


cture, Faculty of Engineering,University of Tokyo, April 1972. 
3) 武 蕊 请 ，SERACE 信用 【大 地 震 也 扫 力 光世 少 此 莉 ， 强 早上 店 符 解 折 委 员 会 报告 ，8 着 ，1844 年 10 月 。 


+ + 


1 各 


中 所 述 算法 对 式 〈3.18) 进行 直接 积分 的 方法 。 

项 以 图 3 .4 所 示 埃 尔 森 特 轴 1940 南 北 分 量 的 地 震 加 速 底 记 录 2 作 为 输 和 人 地 而 运动 ， 系 统 的 

肯 尼 比 到 为 瑚 一 0.05, 册 可 求 得 系统 无 阻尼 固有 周期 为 中 一 0.3 s 时 的 绝对 加 速 底 反 应 ,相对 速 
诬 反 应 和 相对 位 移 反 应 的 时 程 曲线 ， 如 著 3.5 所 示 。 另 外 ， 当 系统 阻尼 比 同 样 为 h = 二 0.05， 

无 阻尼 因 有 周期 为 一 0.3s ,0.6 s 和 1.2 s 时 的 绝对 加 囊 度 反应 时 程 曲线 分 别 如 图 3,6( a )、 

《by、(e) 所 示 。 可 以 看 出 ， 虽 然 输 入 地 震动 是 一 样 的 ， 和 担 系统 的 板 动 反 应 明显 具有 其 各 

让 本 身 的 国有 周期 特性 。 


最 大 加 速 谋 738.95emn 3 + 


Soo 


最 大 速度 37.10 em/ s 


Ar 
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图 3.5 埃 尔 森 特 罗 1940 南 北 分 其 地 震动 输入 下 单质 点 系统 (一 0.39，m0,05) 的 
(a ) 纺 对 加 速度 反应 曲线 ，(b ) 柜 对 速度 反应 曲线 ，( c ) 相 对 位 移 反 应 梧 线 


时 间 1 5 > 


1 2 了 一 一 一 


装 太 加 速 座 3 条.16 cm/ 3 3 
Ee 


#0 
te} 0 

一 30 

站 一 人 一 一 人 一 一 二 一 

时 全 ( * ) 
图 3.6 在 埃 尔 森 畦 曙 1940 南 北 分 量 地 震动 输入 下 单质 点 系统 (和 一 0.05) 
的 绝对 加 速度 反应 
3.4 地 震 反 应 谱 


3.4.1 反应 谱 . 
上 一 节 中 已 经 说 过 ， 草 质点 系统 在 地 而 适 动 扣 和 违 庶 作 几 下 的 反应 是 系统 的 阻尼 比 关 和 无 


阻尼 国有 周期 了 的 函数 ， 随 时 间 上 而 变化 。 但 是 ， 雁 考 虚 地 震 时 的 地 面 运 渤 来 进行 建筑 物 杭 
震 设 计 的 角度 奢 ， 反 旋 的 最 大 值 往往 要 出 反应 随时 间 的 变化 更 重要 。 在 给 定 的 地 面 适 动 加 建 
诬 作 用 下 ， 反 应 的 最 大 值 当 然 也 是 户 和 了 的 欧 数 。 设 单质 点 阻尼 系统 的 最 大 相对 位 移 反应 、 
藤 大 相对 速 译 反应 和 最 天 绝对 加 速度 反应 分 别 为 Safh，T)，Sy(n， 了 》 和 5S(h， 外)， 刚 
册 式 《3.22)》 可 吉 示 上 成 

AT 


Satn, Wf esinad t — ty et 


s(n, T= | yl)" con 一 一 了 (一 人 


s(n, 1)= 6 |[: 9 Ce) (1 se ) sna + 一 可 


HR 


2 一 


(3.26) 
以 图 3.6 的 例子 来 说 ， 反 应 的 嫩 厂 值 如 图 中 所 标 出 和 的， 分别 为 
SA(AO0.05, 0.3)=—=788 cm/s? 
S.(0.05, 0.6)=844 | 
S.{0.05, 1.2)=276 cm/s: 


另外 ， 在 辐 样 情况 下 ， 当 系统 的 阻尼 比 为 hh 二 0,10 有 时 ， 反 应 的 最 太 值 分 别 为 
S.(0.10, 0.3)=6852 cmys? 
S00.10, 0.6)=705 ee| 
S010, 1,.2)=213 cm/s: 
图 3.7 一 3.12 可 出 了 以 阻尼 注 上 为 参数 ， 对 应 不 同 的 无 阻尼 固有 周期 值 的 杷 数 5S， (hh， 
克 )，S,( 玉 ， 有 ) 和 8 PR， 有)， 分 别称 为 给 定 地 震动 的 相对 位 移 反 应 谱 、 由 对 带 麻 反应 庶 和 
绝对 如 速度 反应 庶 ， 统 称 为 地 震 反 应 谱 。 或 者 也 可 以 分 别 简 称 为 位 移 反 应 庶 、 违 度 反 应 庶 和 
如 速度 反应 谱 ， 统 称 为 反应 访 。 间 了 时， 不 侈 是 这 些 图 上 所 表示 的 图 形 ， 就 是 式 (3.26) 所 凡 
示 的 Sa(h， 全)， S,(h, TP) 和 S.( Rn， 了 ) 等 沙 数 本 潮 也 可 以 称 为 反应 讲 。 图 3.7、 渔 3.8 和 
图 3 .9 分 别 开 示 埃 杀 森 竺 罗 1940 南 北 分 量 地 震动 的 加 速度 反应 谱 、 速 度 反 应 谱 和 位移 反应 谱 。 
阻尼 比如 图 .上 所 示 采 用 五 = 二 0，0.05，0.10。 当 然 ,阻尼 注 越 沙 ,区 应 谱 值 越 大 。 另 外 ， 在 这 
些 图 上 还 分 九 标 出 了 埃 和 尔 森 特 罗 1940 南 北 分 基地 震动 的 最 大 加 速 底 、 最 大 速度 和 最 大 位 族 。 
常常 如 图 3.10、 图 3.11 和 图 3.12 那 样 ， 将 反应 谱 曲 线 的 周期 坐标 用 对 数 刻度 画 出 。 为 了 
将 短 周期 范围 内 的 反应 谱 表 示 得 更 清楚 些 ， 采 月 这 种 表示 方法 比较 好 。 


最 大 地 困 运 动 速度 村 作 cm/ 5 


1 最 大 地 国运 动 加 速度 320.00Cm 7 


mm 
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图 3.7 加 速度 反应 谱 图 3.8 速度 反应 谱 


® dB = 


最 大 地 面 运 动 位 移 3041 et 
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地 震 反 应 谱 的 委 念 可 以 用 图 3.13 中 的 篇 图 来 说 明 。 普 先 ， 如 图 中 《b ) 所 示 ， 将 中 尼 党 
数 侈 部 为 一 给 定 值 hI 的 、 无 阻尼 固有 周期 下 各 不 相隔 的 控 子 《 邯 单 质点 系统 ) 并 列 在 一 个 全 
上 (图 上 只 分 别 画 出 了 具有 较 短 因 有 阁 期 外 ,、 中 长 固有 周期 名 和 较 长 辣 有 周 世 名; 作 三 个 系 
流 )。 其 次 ， 用 图 { a )》 所 未 地 震动 加 速度 对 这 个 台 激 气 。 各 质点 将 对 这 种 输 和 加速 送 产 目 
去 应 ， 现 假设 独 出 了 各 质点 的 加 速 诺 ， 即 记录 到 图 《ee ) 那样 的 反应 加 速度 该 形 (前面 的 同 
3.6 就 是 反应 加 谴 度 时 间 过 程 的 一 例 )。 再 其 次 ， 从 这 些 反 应 波形 求 出 最 大 振幅 ， 役 这 些 技 水 
值 如 图 (< ) 所 示 分 出 为 〔S.J，(3,); 和 《Sa。 子 是 ， 如 图 《d ) 所 示 ， 在 周期 轴 上 上 的 苦 
个 周期 下 ， 有 和 人 8: 处， 分 别 请 出 对 应 的 (5S,);:，{5S.)z 和 . (5S,): 值 ,就 得 出 陋 上 所 示 的 三 个 点 。 
上 面具 是 说 明了 三 个 局 期 不 同 的 质点 系 的 情况 ， 如 果 存 多 (B 》 的 窑 上 放 上 一 大 群 轧 甚 相差 
很 小 的 质点 么 就 可 得 到 如 图 【ae 》 中 人 实 线 所 示 和 的 、 出 连接 好 大 反应 加 速度 点 得 全 的 曲线 。 另 
外 ， 上 面 都 假定 质点 系 的 阻尼 比 全 为 R,。 妇 办 改 变 颈 尼 比 信 生 和 介 进 行 同 样 的 实验 ， 剧 对 应 宝 
同 的 阻尼 比值 ， 可 以 需 而 图 〔〈a ) 上 和 市 虚 线 才 示 藤 那些 曲线 。 
图 (ay 中 所 未 的 星 线 或 曲线 组 ， 是 最 初 把 给 出 的 图 〔《a ) 所 示 地 吉 动 加 速度 作为 输入 
装 得 计 的 反应 谱 。 这 里 如 图 (cc ) 所 示 ， 油 定 了 作 晤 于 质点 系 群 的 各 质点 上 的 加 速 虚 ， 所 以 
:Ca 上 求 得 的 是 加 速度 蕊 应 诺 。 很 明和 章 、 知 景 洲 害 的 起 质点 的 相对 速度 或 相对 位 称 ， 册 
是 周 寿 的 方法 可 以 分 别 画 出 速度 反应 说 或 位 移 皮 应 说 。 
二 
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前 面 已 说 过 多 次 ， 一 般 的 绪 构 物 ， 其 阻尼 比 产 远 小 于 1 。 因 此 ,近似 有 ?二 0 ,V1 一 
字 1 。 这 样 ， 从 式 (2.50) 可 得 aa=@= 一 22。 利用 这 些 英 系 ， 并 假设 产 的 量 级 很 小 ， 与 
1 相 比 可 以 忽略 不 计 ， 则 式 〈3.26) 可 以 写成 


Sual hs 7)=- 二 | (rte sno t — T yd | 
Ssh, T=|[ yt)e "soosa(t 一 az (3,27) 
stn, 3) 一 5| Cr)e osinott 一 dr | 


式 《3.27) 中 的 第 一 个 式 子 和 第 三 个 式 子 之 闻 有 如下 关系 ， 

So/ Sp m2/P)? 
另外 ， 当 输入 加 速度 中 闹 频 成 分 不 太 多 ，3 (ft ) 随 时 间 的 变化 比较 缓慢 时 ， 第 二 式 中 的 余 芯 
韶 数 可 以 用 正 续 国 数 来 代 规 ， 这 样式 (3.27) 可 写成 


Sua( hs 2 一 二 | 人 #1 t 已 “etl gino(t 一 下 Jar 


中 主导 


Sur(h, 7)=|[° y(t)e ssnd(t—r yar| {3.28) 


Su(h, 7)=o|[ y(t)es- sn s(t — Tt)dr 


[EE 


式 《3.28》 那样 近似 表示 的 反应 谱 Soa( hh ， 证 )，Ssv( hk 下) 和 Sr ， 于 )， 分 别称 为 拟 位 
移 反 应 庶 ， 拟 带 府 反应 谱 和 拟 加 速度 反应 谱 ， 统 称 为 氢 反 应 谱 。 

由 臣 【〔3.28)， 有 如 下 关系 ， 哆 。 一 5 一 (1 / 厨 )Spm， 或 (3x/T}Sw 一 Suv 一 (PD/27)S po 
因此 ， 可 以 认为 ， 以 式 《3.26) 定 六 的 原来 的 反应 谱 之 词 近 科 有 如 下 关系 成 立 


站 GO =» 


BS Se 117)S， 


这 些 鞠 系 式 中 加 速度 反应 谱 和 位 移 反应 谱 之 间 的 甘 系 式 是 个 精度 较 高 的 近 候 式 


S/Sas: (2x/T)? 


{3.39) 


(a) 


(b) 


从 式 《3.26) 的 第 一 个 式 子 和 第 三 个 蕊 子 可 以 看 出 ， 当 阻尼 比 为 h 二 0 有 时， 这 个 关系 式 是 严 


格 成 立 的 。 


与 此 相对 照 ， 式 《a ) 中 的 近似 关系 式 3 一 (27771Sv 和 8 一 (2777)Sa 的 精度 一 般 不 太 


高 ， 特 别 在 长 周期 范围 内 精度 很 差 。 在 极端 情况 了 了 一 2 (@ 一 0) 时， 由 式 (3.28)》 的 第 二 
式 有 Spr( 有 h，co) 一 0， 而 根据 式 (3.,268》 的 第 二 式 ， 则 有 


Sv(hs =|| Yar = 19 ) a 


就 具有 某 个 给 定 的 国有 周期 和 阻尼 比 的 系 绕 来 说 ，3. 和 5 分 别 为 反应 中 的 绝对 吉 速 度 最 
天 导 和 相对 位 移 最 天 人 ， 其 S. 一 (4 十 六 Js，Si 一 xiv。 特 其 代 人 式 【b)， 就 得 


{ 冯 十 引 of Xm (A/S=0? 


这 个 关系 式 有 较 高 的 精 座 。 

上 述 拟 反应 谱 包 含 着 相当 粗糙 
的 假定 ， 一 般 说 来 是 精度 不 太 高 
的 了 近似值。 因此 ,在 计算 地 震 
动 的 反应 谱 时， 没有 特 贡 积极 
的 理由 采用 按 式 〈3.28) 计算 的 扎 
反应 谱 而 不 去 计算 精确 的 反应 谱 。 
掀 反 应 名 概 念 的 主要 惟 必 在 于 表示 
对 局 一 地 震动 的 加 速度 、 速 产 和 位 
称 反 应 谱 之 间 有 式 《3,29) 所 示 的 
简单 近似 关 系 。 利 几 式 {3,29) 的 
关系 ， 可 以 用 图 示 革 同时 读 出 巡 连 
反应 说 S.， 加 如 度 反 应 谱 S, 和 位 移 
反应 谱 S。* 。 这 种 图 称 为 三 联 反 应 
谤 或 三 誉 标 反应 讲 。 笑 为 例子 ， 图 
3.14 给 出 了 挨 尔 森 特 罗 1940 南 北 分 
重地 震动 的 三 联 吧 应 谱 。 图 中 曲线 
对 应 的 阻尼 比 为 六 一 和，0.05， 
0.10， 横 轴 苍 系统 的 无 也 尼 国有 半 
期 ， 向 让 方 下 倾 任 的 直线 、 水 平 直 
线 和 向 下 右 汶 倾斜 的 直线 分 别 为 读 


天 一 [0， .05a 100 


外 
二 


冤 
a 


pd 


Ab 


LA XA 
Sm 


A 


，| 夏 席 (cm ys ) 


图 3.14 


三 联 反 频谱 
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取 训 速度 、 速 度 和 位 移 反 应 谱 的 人 举 标 ， 所 有 坐标 前 是 对 数 举 标 。 
【例题 5,1] 计算 在 冲击 地 震动 作用 下 的 反应 详 (== 0 )。 
[ 解 】 地 动 加 速度 总 只 是 在 极 短 时 间 间 也 此 内 产生 。 由 此 ， 作 市 于 质点 上 的 委 训 濑 振 力 
为 P 二 一 tt， 训 量 为 一 m4oAhit。 因 此 夺 点 的 初速 度 为 吉 二 一 扣 At。 于 是 在 式 《2,57)》 至 式 
《2.59》 中 取 太 二 0，ou 一 B， 就 得 系统 和 的 反应 为 
7 人 一 (15) Sin ot 
/2 = CoSot 
(#4 /smssinat y=0 (1>0) 
*， 玫 ， 才 的 最 大 什 就 是 反应 详 ， 而 sin gt 和 cosat 的 最 大 值 痢 是 1 。 因 为 a 二 2x/T， 所 以 反应 
谱 为 
Saf to— TT/28 
S,/io= 
S/R =27/T 
用 图 画 出 来 就 如 图 3.15 所 示 ， 加 速度 反应 僧 为 双 旧 和 
线 ， 速 度 反 应 谱 为 水 平 直线 ， 而 位 称 反 应 谱 汶 通过 原 
点 的 斜 袁 线 。 
地 震 时 的 地 而 送 动 不 是 单一 的 冲击 。 另外 下 和 0 
时 的 有 反应 诺 形 状 与 图 上 所 表示 的 曲线 不 太一 样 。 因 此 
图 3.15 给 出 的 内 是 地 才 反 应 谱 的 一 般 谣 大致 形状 。. 
了 4.3 标准 化 反 应 洲 图 3,15 反应 谱 的 天 致 形状 
限 尼 比 为 及 ， 无 阻尼 国有 周期 为 了 的 单质 点 系统 上 作用 有 地 面 运 动 加 速 座 坟 {+t 7) 时， 抱 
对 吉 速 庶 反 应 的 最 厂 值 ， 即 前 面 所 说 的 加 速 谈 反 应 说 为 5.(h， 半 ) 二 (8 十 站 )mvxe 现 陪 这 种 
抱 对 加 速度 反应 的 最 大 值 与 地 面 运动 加 冲 度 的 最 犬 怪 之 比 ， 即 定 闵 下 式 所 示 的 无 量 网 函数 ， 
: gh TS (hh Tynax {3.31) 


局 期 了 


或 二 
H.R T(E nner (3.32) 
土 一举 中 式 (2,.107) 是 在 庶 和 地 面 运动 作用 下 的 如 速度 色 庶 坡 大 倍数 ， 这 里 的 红 下 ， 了 ) 则 
沪 在 地震 动 迹 种 不 规 峙 地 面 运动 作用 下 的 一 种 加 患 座 反 应 放大 倍数 。 
函数 z\ (8 ， 有 )， 或 者 与 团 3.7 或 图 ?8.10 所 示 加 速度 反应 谱 药 情形 一 样 ， 以 阻尼 比 因为 
参 数 ， 曾 出 对 应 不 同 无 阻尼 辕 有 周期 了 时 的 值 ， 就 称 为 标准 化 加 速 庆 反应 计 。 一 般 所 谓 标 准 
化， 是 指 将 茶 个 变量 除 以 同样 性 质 的 一 个 给 定 值 ， 而 将 其 表示 成 一 个 无 最 网 的 景 。 图 3.16 为 
埃 尔 森 煌 罗 1940 南 北 分 量 地 圭 动 的 标准 化 加 速度 反应 谱 。 | 
与 式 《3.31) 或 式 (3.32) 相同 ， 下 列 无 黄岗 函数 分 别称 为 标准 化 述 谤 反应 庶 和 标准 化 
位 移 反 应 讲 ， 
Gh, T)=S (nh, DY Yo Ye) 
Fa hs T=SA hh, TYnr TT Xo/ ma 
它们 与 前 面 的 标准 化 加 速度 反应 谱 一 起 ， 统 称 为 标准 化 反应 请 。 图 3.17 和 转 $.18 分 别 均 示 埃 
泵 森 特 罗 1940 南 北 分 重地 震动 的 标准 化 速度 反应 计 和 标 叭 化 位 赵 反 应 六。 如 式 〈s3.31) 至 式 
《3.33)》 所 示 ， 所 有 标 谁 化 反应 谱 都 是 分 别 册 对 应 人 区 弛 面 运动 最 大 僵 来 标 崔 化 的 。 闪 此， 将 


» be * 


(3.33) 
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淹 捧 ( 37 - 周期 (8B) . 
图 3.16 标 惟 化 加 速度 反应 诬 加 3.17 标 崔 化 速度 芭 旋 谱 


档 3.7 至 负 3.9 分 别 与 图 3.16 至 图 3.18 树 比较 就 可 知道 ， 友 应 计 和 标准 化 反 诬 谱 的 曲线 形状 晤 
厚 局 的 ， 具 是 织 堂 标 值 不 同 。 在 只 比较 如 速度 值 不 同和 的 两 个 以 上 土地 震动 的 反应 特性 时 ， 采 用 


标准 化 反应 谱 是 很 方便 的 。 ,0 
3.4.4 反应 谢 的 意义 
a 。 对 结 拘 物 的 影响 | 
从 地 震动 记 巡 上 可 以 直接 读 出 地 震动 的 。 负 
最 大 振幅 、 持 续 时 间 和 主要 的 频率 等 。 但 对 1 
地 震动 所 具有 的 频率 特性 和 能 量 等 ， 并 不 一 莫 ， 


定 能 判明 。 如 上 果 求 滞 了 富 蛙 训 庶 、 功率 谱 
钾 ， 则 就 可 得 到 有 关 地 震动 的 频率 特性 和 兹 之 。 
量 的 精确 信息 。 但 这 些 都 是 地 震动 市 身 具 有 同期 (8) 
的 特性 ， 与 结构 物 没 有 任何 关系 。 与 此 和 相 图 3.18 ”标准 化 位 移 反 应 讲 
反 ， 反 应 谱 则 表示 地 震动 对 以 单质 点 曲 尼 系统 所 代表 的 结构 物 的 最 大 影响 。 因 此 ， 根 据 反 谋 
谱 可 以 转 别 凤 对 结构 物 的 影响 这 个 角 诬 出 发 搞 请 地 震动 所 具有 的 特性 。 从 这 个 意义 讲 ， 反 应 
详 与 结构 物 的 设计 有 密切 的 关系 。 ， 

b 。 地 震 输 入 

加 速度 反应 谱 络 出 了 作用 于 苏 统 上 的 力 ， 即 地 基 对 率 统 的 地 圳 输入。 从 如 速度 反应 谱 上 
读 出 对 应 于 系统 的 加 有 周期 和 阻尼 比 的 谱 慎 S. 一 (2 十 )ws， 就 是 作用 于 系统 的 最 大 绝对 加 
速度 。 这 个 最 大 绝对 加 速度 乘 以 系统 的 质量 m， 就 是 地 震 时 作用 于 壬 点 的 最 大 惯性 力 。 如 时 
不 考 囊 阻尼 力 的 影响 ， 这 个 最 大 惯性 力 就 基 蒜 统 基 襟 上 产生 的 最 大 况 切 力 。 


人 


全 一 《十 # J mx {3.34) 
这 个 最 大 前 力 与 系统 的 重量 WW 一 mm5 之 比 叫 贷 基底 剪 力 杀 数 
C=Qnss/W = {8 十 # na/ B=—S,t hn, T/A (3.35) 


式 中 8 为 重力 加 速度 ， 即 g 二 980cm/s:。 基 裕 兽 力 系数 是 作用 于 系 狗 上 的 地 杂 力 与 重量 之 

比 。 与 通常 静 力 抗 起 设计 上 的 静 力 地 震 系 数 相对 应 ， 基 底 勇 力 系 数 也 常 称 为 动力 地 震 系 数 。 

现 将 埃 尔 森 特 罗 1940 南 北 分 景 《 最 大 加 速度 为 326cm/s*) 和 塔 夫 特 1952 东 西 分 量 《 最 大 

加 速度 为 147em/s:) 的 地 震动 都 按 比 例 换算 成 最 大 加 速度 为 0.28 的 时 程 盘 线 ， 并 以 它们 作为 

直面 过 动 加 速 庶 ， 求 出 对 固有 周期 和 阻尼 比 的 于 种 不 同 组 全 情况 下 的 基底 芝 力 ， 结 果 列 于 表 

3.1 中 。 从 这 个 例子 可 以 看 出 ， 即 使 地 震动 丰 同 ， 输 入 力 的 大 小 也 随 系统 的 加 有 疝 期 和 阻尼 
。 53 。 


比 即 系统 本 身 特 性 的 不 同 而 显著 不 同 。 辣 时 ， 当 地 圭 动 不 同时 ， 了 即使 最 大 加 速度 信 想 装 ， 输 
入 力也 会 有 很 天 差别 。 这 个 结果 清楚 表明 ， 以 往 采 用 的 静 力 抗震 设计 法 ， 不 管 结 构 物 的 特性 
如 何 一 律 假定 为 静 力 地 震 系数 是 不 台 理 的 。 


表 3.1 基底 前 力 系 数 的 例子 
地 多 动 埃 尔 森 特 加 1940 南 北 分 量 溢 夫 陪 1952 家 西 分 量 
《换算 成 严 江 加 速度 为 0.28} 《 挽 算 成 最 大 加 连 度 为 0.28) 
| h 0.02 | he0.05 | R=0.02 页 到 0 ,0 
眉 ,8 0.T88 0.6T2 | 0 .408 站 ,83 
1 DD. #21 心 .11 20 四 ,i170 
2.0 [i 站 ,11 站 .1 可 0 0,.446 
二 .站 心心 看 科 [1 Lt 心 。 全 起 后 


© 。 与 刚体 输入 的 关系 
标准 加 速度 反应 谱 是 由 式 《3.31) 或 式 (3.32) 定义 的 ， 即 


hs T=S( hs TV/Yor—= (ET oA/ dnor (a) 
上 起 可 以 写成 
ahs T=m(rt nr (mo) (Cb) 
分 子 是 作用 于 质点 上 的 最 大 稚 性 力 。 或 者 根据 式 (3,30)， 有 
(和 十 oNns = (Ck /Hm ) Xn (ce) 
伐 人 起 【b )， 就 有 
gh T=kxr a/ (mnss) 《dy) 


式 中 分 子 为 作用 于 图 3.19 所 示 系统 的 最 大 前 力 。 另 一 方面 ， 式 〔b ) 和 武 《d 》 中 的 分 母 
my a[ 图 3.19( b )] 是 作用 在 固定 于 地 面 的 

刚体 上 的 最 大 惯性 为 。 因 此 ， 标 准 化 加 速度 » 

反应 谱 9,( hn ，T) 天 示 作 用 于 单质 点 系 上 的 "(+i 
景 大 惯性 力 或 系统 上 产生 的 最 大 剪 力 与 同一 
质量 的 刚体 紧 贴 在 地 上 时 所 受 的 最 大 作用 力 
之 比 。 另 外 ， 将 单质 点 系 的 弹 筑 无 限 变 硬 ， 
其 极限 状况 就 是 刚体 。 所 以 ， 如 图 $.19( b ) ; rh) 
上 已 写 明 药 那样 。 刚 体 的 因 有 周 期 为 下 ~ 
办 图 3.19 ”单质 点 系 和 地 .二 的 山体 


d 。 谱 烈度 
速度 反应 谱 本 来 是 表示 反应 速度 的 最 大 值 的 ， 它 与 地 震动 抬 予 系统 的 最 大 能 景 帘 切 相 


关 。 即 ， 设 系统 的 弹 咎 常数 为 灭 。， 最 大 相对 位 移 为 xon.:， 则 最 大 势 部 为 
六 Kec 
考 虚 到 Xn: 一 Sa， 以 及 由 起 (3,.29) 有 59 二 SS ， 所 以 每 单位 质量 的 最 大 能 量 为 
二 (Kk /mx Xe) 


从 上 述 基 系 来 看 ， 速 度 芭 应 谱 可 以 看 作 是 地 震动 作用 于 结构 上 并 与 结构 固有 周期 相对 应 的 一 
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种 衣 量 谱 ， 国 此 可 以 认为 它 是 与 地 震动 所 具有 的 破坏 力 密 切 梢 关 的 。 
但 是 ， 即 使 是 限定 在 某 一 地 区 ， 受 地 震动 作用 的 结构 物 的 图 有 周期 也 不 一 样 。 打 时， 即 
使 是 同一 不 结构 物 ， 受 到 局 部 揪 伤 后 其 四 有 周期 也 会 改变 。 疡 以 ， 训 斯 纳 考 虚 到 一 般 结 构 
物 的 主要 国有 周期 大 体 上 在 0.1 一 2.5s 之 问 ， 提 出 以 与 这 个 周期 区 间 内 的 总 能 量 相当 的 积分 
秆 来 作为 表示 地 震动 强 诬 的 一 个 指标 
65 一， S.(h, Td (3.36) 


上 式 中 的 研 称 为 地 震动 的 谱 烈度 。 对 同一 地 震动 ， 谱 烈 订 的 大 小 自然 随 阻 尼 常 数 娟 的 大 小 而 
异 。 图 3.20 表 示 埃 尔 森 特 罗 1940 南 北 分 量 地 
震动 当 产 一 4.02 时 的 速度 反应 谱 。 画 中 南 线 ”如 5 0 
部 分 的 面积 表示 谱 列 度 |: 


| =f S.(0.02, dT 


其 慎 为 世 . v= 185.2cm, 

本 3.21 为 1966 年 松 代 地 震 时 得 到 的 加 速 
麻 记 录 之 一 >， 这 是 迄今 为 止 日 本 记录 到 的 
最 大 的 加 速度 604cmys:。 但 愉 图 上 可 以 看 
出 ， 加 速度 值 很 大 的 波 只 有 很 少 几 个 ， 地 震 
动 的 持 钨 时 间 也 不 过 4 5 左右。 因此， 如 图 
3,.22 所 示 ， 谱 烈度 只 有 Ji os 一 99。4cm， 与 埃 
尔 森 特 轴 1940 南 北 分 量 地 震动 担 比 ， 尽 管 最 大 加 速 放 约 为 其 2 倍 ， 谱 烈度 值 则 只 有 其 172 堪 
右 。 松 代 地 震 时 的 地 震动 几乎 都 具有 这 种 特征 ， 这 与 足 管 辑 速度 很 大 但 并 未 产生 显著 的 优 害 
这 一 实际 情况 是 符合 的 。 


图 3,20 ”说 烈 座 


悍 科 "A 1966 EE 主 


| 医大 加 速度 友 #. 好 cm/s2, 


re 


时 间 ( 4 
大 3.31 保科 -上 1966E 巡 分 加 加速 麻 记录 


e。 前 力 讲 
位 移 反 应 讲 为 St ，7) 一 xx， 科 以 弹 备 系数 上 后 ， 就 得 到 作用 于 系 绩 上 的 最 大 前 力 
Qo — kx RS RT) {ee) 
1} Housner,G.W. .Spoetrum Inienaities of Sitong Motion Farthquakes, Proc.1952 Symposium on Ear.- 
thquake and Blast Eficcts on Stimctures, Farthquakce Englneering Reecerch Instityte, 1962. 
2) 换代 群 吝 地 震 坦 起 己 忆 革 古 强 是 识 控 中 于 玫 放 ， 宁 一 卢 ， 强 需 拥 测 资 料 第 1 号 ， 东 京 大 学 地 震 研 究 质 温 什 计 项 
测 * 4 一 


4 和 “ 


当然 ， 利 用 式 《c ) 的 关系 ， 上 式 与 前 面 的 式 《3.34) 即 下 式 ， 是 --. 致 的 ， 
Qo — ms mS FT) (ff) 

比较 式 《e ) 和 式 《f )， 加 速度 反应 谱 可 以 畴 作 系 统 质 量 全 部 相同 时 的 最 大 前 力 说 ， 而 位 
移 反应 谱 由 可 看 作 系 统 弹簧 系数 完全 相同 时 
的 最 大 藤 力 谱 。 点 馆 科 =A 1966 EW 

f 。 对 多 质点 系统 的 应 用 

反应 谱 只 是 关于 最 简单 的 单质 点 系统 的 
概念 。 但 对 于 复杂 的 多 质点 系统 的 结 构 振 
动 ， 也 可 以 将 其 分 解 成 具有 不 同 因 有 周期 的 号。 
简单 的 单质 点 系 的 振动 分 量 ， 即 所 谓 按 振 型 关 
分 解 ， 再 按 反 应 谱 求 出 各 个 分 量 的 反应 ， 最 1 i 
后 重新 将 它们 合成 ， 从 而 得 出 复杂 模型 的 反 NS 
应 。 方 法 的 组 节 将 在 6.5.2 节 中 说 明 ， 这 种 2 一 一 
分 析 方 法 称 为 反应 详 振 型 选 加 法 ， 是 结构 物 
动力 分 析 中 经 常 采 用 的 方法 。 

g 。 最 大 反应 的 发 生 时 间 

有 从 图 3-6 所 示 单 质点 系统 对 埃 尔 水 竺 罗 1940 南北 分 量 地 震动 的 加 速度 反应 时 程 曲 线 可 以 
看 出 ， 系 统 固有 周期 为 二 0.6s 时 ， 服 天 反应 加 速度 发 生 于 上 一 2.14 s ， 而 固有 周期 为 也 = 
1.2 5 时 则 发 生 于 + 二 5.95 s 。 在 相同 的 地 圳 动作 用 和 下， 最 大 反应 的 发 生 时 划一 般 因 系统 固 
有 周期 而 异 。 因 为 反应 谱 共 表示 各 个 不 同 固有 两 期 而 异 。 反 应 谱 只 表示 不 同 固 有 周期 时 的 最 
大 反应 值 ， 所 以 应 该 注意 到 这 些 最 大 值 并 不 是 同时 发 生 的 。 另 外 ， 邯 使 系统 的 固有 周 期 相 
同 ， 最 大 反应 加 速度 、 最 大 反应 速度 和 最 天 反应 位 移 的 发 生 时 刻 也 不 是 相同 的 。 
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图 3.22 标 科 -和 1966EW 分 量 地 需 动 的 诺 烈 度 


.3.5 拉 普 拉 斯 变换 解法 


单质 点 粘 请 阻尼 系统 的 暂 态 振动 或 张 追 振动 可 以 用 下 面 的 线性 非 卉 次 微分 方程 式 的 通 解 
来 表示 
4 十 2hmz 二 :x 一 P(t) (3.37) 
等 号 右边 的 天 (+ ) 是 作为 时 间 # 的 负数 结 出 的 、 作 用 于 单位 质量 上 的 激 振 方 。2.4.1 忆 中 所 
述 的 由 谐 和 汶 据 产生 的 强迫 振动 情 沉 中 ， 如 式 (2.73) 记 示 ， 有 P(t)=(Po/m) sinwt， 或 
用 式 《2,.90) 中 所 东 的 复数 表达 式 呈 (4 )c(PoAmjei 

在 2.5.1 记 中 所 述 的 地 震动 油 振 情况 下 ， 如 式 〔〈2 .100) 所 示 ， 卫 (+ ) 一 一 站 。 特 别 是 在 
谐 和 地 震动 激 振 的 情况 下 ， 如 式 (2.103》 所 示 ， 取 为 P(t ) ==wzae!l*! 的 形式 。 

如 2.4.1 节 中 所 述 ， 式 (3.37》 的 解法 如 下 首先 求 出 等 导 右边 为 零 的 齐 次 搬 分 方程 的 
解 ， 即 余 函 数 。 其 次 ， 假 设 如 式 《2.75)、 式 (2.91) 或 式 (2.92) 那样 的 特定 形式 的 函数 ， 
以 求 出 方程 式 的 特 解 ， 将 如 式 《2.79) 所 未 的 祭 函 数 与 迁 解 相 加 ， 即 为 通 解 。 这 里 有余 冰 数 表 
示 在 反应 初期 产生 的 上 暂 态 振动 ， 特 解 表 示 稳 态 振 动 。 如 前 面 已 说 过 的 那样 ， 余 国 数 中 所 和 包含 
的 积分 常数 必须 由 初始 条 他 来 决定 。 

根据 本 节 所 述 的 采用 控 普 控 斯 变换 的 解法 ， 没 有 必要 假设 这 种 特 宅 形式 的 特 解 和 另外 考 
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韦 初 始 条 件 ， 而 可 以 直接 求 出 要 求 的 通 解 。 拉 普 拉 斯 变换 是 在 数学 上 确定 的 一 个 理论 体系 ， 
和 二 下 全 卫 天 全 加 央 在 静 力 学 、 电 气 工程 、 控 制 工程 等 等 所 有 工程 学 中 雇用 范 斤 部 很 
。 但 在 这 里 仅 限 于 对 本 书 其 它 部 分 直接 有 关 的 内 容 作 一 简单 介绍 。 
3.5.1 拉 普 拉 斯 变 搜 
一 般 设 了 (x) 为 变量 x 的 坝 数 ， 天 (1x，2?3) 为 包含 参 变 量 > 的 x 的 国 数 ， 则 由 积分 


PF(?) 一 六 KGz，?>)7 (x)dx (3.38) 
或 
P(?) 一 人 KE(z，?)1 (x)dx (3.39) 


给 定 的 函数 F (3 ) 称 为 函数 了 (x》 的 积分 变换 ， 和 启 时 了 消 数 下 (x，》) 称 为 积分 变换 的 核 。 
P(3?y) 是 了 (x) 关 于 核 攻 (zxz ，2》) 的 积分 变 澳 。 在 式 (3,38) 或 式 《3.39) 的 变换 关系 中 ， 
常常 称 了 (xz ) 为 原 国 数 或 表 国 数 ， 相 应 的 了 (37 ) 称 为 象 函数 或 里 函数 。 

除 本 节 中 所 述 的 拉 普 拉 斯 变换 外 ， 还 有 -下 尔 塞 (Carscn) 变 找 、 梅 林 〈Mellin) 变换 、 
司 璋 尔 捷 斯 (Stieltjes》 变 换 、 亨 属 尔 (Hanke1) 变换 、 希 尔 怕 特 Hilbert) 变换 等 多 种 积 
分 变 反 ， 都 有 其 对 应 的 楼 函数 形式 。3.6,7 节 中 所 述 的 富里 襄 变 换 杞 是 一 种 积分 变 换 。 希 尔 
伯 特 变换 是 以 K( x， YA 为 核 的 变换 ， 表 示 成 


F(Y ) 一 过 _ I dx (3.40) 
作为 积分 变换 的 共同 性 质 ， 当 c 为 任意 常数 时 ， 下 式 成 立 ， 
| 并 (xzx，?)Cef(x)dx 一 cP(y) (3.41) 


即 积分 变 接 具有 线性 性 质 。 另 外 ， 设 2 、 上 b 为 任意 常数 ， 且 
Fly)=| K(xsy) h(x) 


Fa(y)= [K(xsy) f(x) dx 


时 ， 加 法 法 则 成 立 ， 即 有 
[x,y) Cot. (x) + ofs(x) Jax=aF(y) +bFa(y) (3.42) 


现 设 式 (3.38)】 中 的 楼 为 一 指数 函数 K(x,7) 一 e*""， 变 量 * 看 作为 时 间 ， 写成 t ， 和 参数 
y 用 惯用 的 符 叶 写成 了 ， 则 式 《3.38) 成 为 


F(p)=| eta {3.43) 


这 个 积分 变换 F{p) 称 为 时 间 活 数 1(?) 的 拉 普 拉 斯 变换 。 同 时 ， 反 过 来 将 (站 称 为 F(p) 的 拉 善 
陪 斯 邀 变换 。 

有 有 时 将 F(p}》 为 (四 的 拉 敬 控 斯 变换 ， 以 及 相反 (和) 为 FD) 的 拉 普 拉 斯 逆 变 措 ， 记 成 F(P) 
二 之 [Ff(] 和 1( 人 = 宅 -![F(p))。 在 本 书 中 将 这 种 拉 普 科斯 变换 和 撞 普 拉 斯 逆 变 搁 的 相互 关 
义 ， 即 所 请 构成 拉 普 拉 斯 变换 对 的 两 个 国 数 FfP) 条 所 切 的 甘 系 ， 用 如 下 记号 表示 

f(t) HF(p) | (3.44) 
并 县 通常 将 原 逊 数 帮 在 等 号 左边， 象 国 数 写 在 而 边 。 
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参 变 量 通常 是 复 变量 ， 因 此 拉 普 拉 斯 变换 P(p) 是 复 国 数 。 当 然 间 可 以 是 实数 ， 也 可 以 

是 弛 虚数 ， 但 一 般 说 来 是 个 实数 为 正 或 零 的 复 变 量 ， 即 
各 (DP) 宇 0 (3.45) 

拉 普 拉 斯 变换 并 非 对 任何 销 数 都 存在 ， 只 有 在 原 函 数 1( 人 ) 满 足以 下 荣 件 时 才 有 定义 。 

(i) +t 为 正信 了 时，f(!) 巡 续 或 至 少 分 段 连续 。 即 将 (四 分 割 成 有 限 个 区 涪 时 ， 它 在 各 区 
间 内 连续 ， 且 在 区 间 端 点 的 值 有 限 。 

(ii》 了 (2} 为 具有 指数 阶 的 函数 。 即 对 任何 + 值 ， 都 可 以 找到 正 的 常数 M，6 ， 使 下 式 成 
立 

lO) 1 Me (3.46) 

尤其 当 一 0 时 ， 即 可 以 选 定 一 个 正常 数 M 使 | 人 | 三 M 时 ， 称 函数 1{!) 是 有 界 的 。 

fiiiy 当 ¥ 之 0 肝 ， 即 1(t) 一 0。 即 1(t) 为 因果 性 时 间 函 数 。 但 从 式 (3.43) 可 以 知道 ， 
因为 积分 下 限 为 + 二 0 ， 控 普 拉 斯 变换 与 + < 0 范围 内 的 函数 值 无 关 。 所 以 条 件 【iii) 只 有 
当 + < 0 的 范围 有 问题 时 才 有 限制 的 必要 。 

本 书 中 所 研究 的 拉 普 拉 斯 变换 的 原 函 数 ， 是 地 震动 或 有 阻尼 系统 的 反应 时 间 过 程 。 因 此 ， 
如 设 现象 的 开 录 点 为 上 一 0， 则 上 < 之 0 范围 内 全 为 0， 且 物理 上 总 是 有 界 的 ， 水 存在 不 连续 
性 ， 事 实 上 不 存在 任何 与 上 述 三 个 条 件 抵触 的 情况 。 

3.5,2 拉 苗 拉 斯 蛮 换 沦 例 

琉 在 举 几 个 例子 ， 当 式 (3.43) 所 示 拉 普 拉 斯 变换 式 中 的 原 函 数 1(t)》 为 简单 函数 时， 求 
控 普 拉 斯 变换 F(p)。 另 外 ， 这 一 节 所 述 的 对 原 函 数 作 微分 、 积 分 等 运算 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 不 
仅 函 数 本 身 ， 运 算 以 及 由 变换 形成 欧 变 换 对 关系 也 都 很 重要 。 在 下 面 的 计算 中 ， ae 一 般 为 复 


数 常数 。 
a . 常 玫 
设 1( 四 = 4 《常数 )， 因 为 
六 如 |- = 
所 以 
a (3.47) 
b .指数 画 教 
设 尖 有 一 全 
[+ pretAr er- oo 1 
六 d=|- Pu ] -二 
部 
e's (3,48) 
另外 ， 设 上 4 为 任意 常 数 ， 册 由 拉 普 拉 斯 变换 的 线性 性 质 ， 评 得 
ho 人 (3.49) 


根据 式 (3.42) 所 表示 的 积分 变换 的 加 法 熙 则 ， 泗 4,，9s(k 开 112.… nm ) 为 任意 常 数 时 ， 
可 将 式 《3.49) 扩展 为 . 


a 5 和 和、 


i 
ce 日 全) 4, {3.50) 


反之 ， 考 虚 近 普 拉 斯 变换 给 定 为 了 的 有 理 函 数 F(p) 一 P(P)/8(P) 的 性 襄 。 设 PtP)/Q (Lp) 
均 海 卫 的 多 项 式 ， 分 子 P(P) 的 次 数 比 分 母 8(D) 的 次 数 算 ， 且 PCP)AQ(LP) 已 化 为 歌 简 单 式 。 

如 (PD) 为 了 P 的 次 多 项 式 ，Q(P) 一 0 有 个 异 和 根 ; 记 ,Pz2…Pp。( 复 根 也 可 以 )，: 则 有 理子 
数 P(P)/QLP) 可 表示 成 如 下 式 所 示 的 分 数 和 


卫 (p) .Bl _ 也 
Qt{p) pp + ps tT" + 二 机 之 了 (3.51) 


上 式 称 为 有 理 函 数 的 部 分 分 数 展开 。 同 时 ， 使 函数 F(p) 二 P(P)/Q{P) 趋 于 无 帝 大 时 的 了 人 慎 ， 
即 p1,Pz"…** 了 Ps 称 为 函数 的 极 ，B,, Bs'…B. 则 称 为 相应 的 极 鸡 留 数 。 各 个 分 数 的 系数 , 即 留 数 B:， 
可 以 甩 以 下 方法 求 出 。 
设 多 项 式 Q(p) 中 "的 系数 为 人 Bo6，Q(P) 可 写成 
如 {B 一 如 of 了 一 PP 一 Ba 一 pn) (a) 
在 式 《$3.51》 的 两 过 乘 土 G(P)， 刚 
P(PD)—=QLB(P— PP— Pa) "(PpP—P:) 
+B(p— Pp) (Pp— Pp (Pp—p,) 
De 
+B(p— Pp) (Pp— pz) (Pp— Pr)) Cb) 
同时， 和 由 式 ( 8 ) 可 得 Q@(P) 对 了 的 微分 为 
QO’ (P)= Qo (PpP— Pi) (PP— Pp3) "(Pp— Ps) 
+(p—pi)P— Pp) (p— pn) 
二 "+ 
+ (pp:){p— Pp2) (一 Bi (c ) 
如 把 P= 记 代 人 人 式 (b )， 则 只 剩 下 不 包含 (了 一 P) 项 的 第 一 行 乘积 ， 第 二 行 以 下 的 积 均 为 
0 ， 所 以 


P(p) =0,B.(p,~—P) (pi1— Ps} (DP, 一) (dq) 
同样 ， 对 式 (# ) 很 明显 有 
Ot (P=O (Pp,— Pr) DO— PD) (pp:) (ce) 


于 是 ， 用 式 (* ) 除 式 (d )}， 便 得 PCp1)/8' (P1) 一 B,。 同样 ,将 了 = 二 P 代 人 式 (b ) 和 式 (c ), 就 
可 得 到 一 般 式 # 


B=P(Pp) /OQ' (ps) (3.52) 
式 (3.51) 的 系数 就 全 部 可 以 确定 。 因 此 ， 式 《3,.51)》 的 部 分 分 数 展开 可 以 表达 成 
P(p) - Plp,) 。 1 
已 (D) -之 QO’ (pr) Pp (3.53) 


土 武 称 为 南 维 赛 德 (Hecoisiae) 展开 定理 。 上 式 等 号 右边 与 式 〈3。50) 的 等 号 右边 形式 相 


,Frog Se ea 
当 拉 普 拉 斯 变换 以 了 的 有 理 阔 数 形 式 给 定时 ， 这 个 逆 变 换 式 在 使 用 上 极为 方 恒 。 
“5 


【二 题 5.2】 设 8(p}==(p: 十 a*) (PpP? 十 2bp 十 c?)， 试 利用 赫 维 赛 德 展开 定理 对 了 的 有 理 函 
数 1 /QCP) 作 部 分 分 数 展开 。 设 式 中 bb 夺 5。 

[ 解 )(p) ==0 移 根 为 一 jayps 一 一 jayps 二 一 十 IV eI 一 Bi ,pi 二 一 biv or 一 Bi， 同时 
OQ'(p)= 二 2p(p: 十 2bp 十 57) 十 2( 了 十 旭 )(p: 十 0?)。 1 /Qtp) 是 式 (3.51) 中 P(B) 一 1 的 情况 ， 
所 以 可 展开 成 


B B, B 吾 
e702 pp top t+ pp + bp 
由 式 《3.52)， 可 得 系数 B, 至 如 下 
B= 1 /8°' (p)= 1 /2ia(c:—o*+2iab)) 
B= 1 /QO (ps) =— 1 /2ia(c— oa:— 219b)) 
B= 1 /0 (ps) = 1 /Ll2iv cs 一 5 (at—ett+2b— ?iby ci—bi)) 
B= 1 /0 (p) = — 1 /2 Ob? (agree 2b? + ib cb )) 
c ,三 甸 坟 数 
将 (人 站 == sinat 或 coso1 直 接 代 人 式 《3.43)， 就 很 容易 求 测 三 衣 滞 数 的 控 普 拉 斯 变 搁 ， 
得 这 里 我 们 用 式 《3.54) 来 求 一 下 谈 换 式 。 首 先 设 给 定 F(p)==a/tpP? 十 a2)， 即 PtP) 二 0， 
QP) = p+a?, 
QD) 二 6 的 入 为 P= 二，Ps= 二 一 4， 而 人 2' (4P) 二 2D， 所 以 


PE) 9 1. Plpy) J 9 _. 1. 
O' (PI) 2ia 2 QO" (ps) 2ig 2 
因此 ， 式 《3.54) 的 左边 即 原 汞 闭 为 
PIPr) Gps de 
gi 亿 (Pp) 2 


利用 式 《2.25) 的 关系 可 得 


， sinat js a (3.55) 
同样 ， 很 容易 证 明 co89af 的 控 普 榨 斯 变 贷 为 
cosat b Tor (3.56) 


此 处 ， 若 设 5 也 为 常数 ， 市 拉 普 拉 斯 变换 给 定 为 F(p) 一 2/[ (PB): 十 a 中。 这 了 周 ，P{P) 一 
a ， OQ)=p: 十 2bp 十 2 十 有， 而 Q(P) == 0 的 根 为 妃 二 一 8 十 Hn，Bs 二 一 0 一 ja。 同时，@' (Pp) 
二 2 了 十 bb)， 所 以 : 


P(n) _ a .1 Plp) -9 -1 
Q'(p) .2 | QO (pa) 2ia 2 
网 此 
P(p:) en re er 二-* ee e™**ginat 
kT 2 Q’ (ps) 2i 2i 21 
即 
bp a 
全 5 好 人 二 可 5 干 二 {3.57) 
辐 娠 可 得 


4 #0 


e=at P+b - 
cogqt tar (3.58) 


将 式 《3.56】 和 式 《3.56》 分 别 与 式 (3.57) 和 式 (3,58) 相 比较， 就 可 知道 、 当 象 银 数 中 了 从 
了 变 为 了 十 bb 时 , 原 隔 数 就 扩大 e™*' 倍 。 这 个 关系 是 所 谓 拉 普 拉 
斯 变换 的 平移 法 则 之 一 。 

d 。 台 声 数 

考虑 图 3、.23 所 示 函 数 ， 它 在 0 忆 t 扎 22 范围 内 取 一 定 值 
1 #8 ， 在 此 范围 以 外 爹 为 0， 即 


该 函数 可 表示 成 。 
心 二 下 
fH)=11/e Ot Cf) [el 
0 et 
很 明显 ， 这 个 函数 的 图 形 与 时 间 轴 之 间 的 面积 为 图 3.23 笔 形 脉冲 


三 。 TDd= 二 | ,= 1 


时 使 改变 ， 曾 积 也 订 变 ， 这 种 胃 数 由 做 官 形 脉冲 。 当 号 溃 的 刘 朗 无 展 变 小 时 ， 其 极限 就 是 
六 数 86(1)。 即 


,din f(D) =60D) (BE) 
基数 6 切 称 为 犹 拉克 器 国 数 ， 或 简称 为 上 国 数 。 即 在 国 数 6 世 是 由 下 式 定 义 的 国 数 
d(t}= 0 tO 
6(0) 一 co (3.59) 


[War 1 
根据 凶 3.1 中 的 说 明 ，6 邱 数 表 示人 必用 时 间 无 限 小 而 有 具有 单位 考量 的 种 击 力 ,很 明显 它 是 因 
果 性 时 间 函 数 。 上 二 & 有 暑 放 作用 的 冲击 力 可 表示 为 6{ t 一 9 )。 
将 式 ( ff) 表示 的 借 形 脉 捉 了 (代入 式 (3.43)}， 求 得 其 拉 普 拉 斯 变 挽 汶 


5 [ts 1 名 _p i | Feb [ 1 _ 
一 一 一 性 一 + 二 一 | 一 le? 
| 已 和 i [se € Pp lo pe (1 一 ) 


指数 函数 e ”可 展开 为 


之 和 pe}: (pe) 和 中 中 
ec= 一 PE 十 十 


31 
所 以 矩形 脉冲 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
(pe)> 


ff) 1 一 了 一 一 十 一 一 31 


取 e 一 0 的 极限 时 ， 由 式 (g )}， 上 式 诺 边 为 8 溉 数 ， 结 果 得 
好 (人 电工 (3.60) 


e .微分 
设施 数 1() 的 拉 普 拉 斯 变换 为 F(p}， 试 求 f( 对 时 间 上 微分 的 导 国 数 的 拉 普 科斯 变 全 。 


根据 分 部 积分 法 ， 有 
*° 二 


[er YD a =| ef(t) +ef oe 


内 


右边 的 第 一 项 和 第 二 项 分 别 为 | e-"f(D | 一 一 上 0)，p 人 ef(D 二 一 PP(P)， 所 以 有 


六 dt=pF(p) 一 Ho) (ah) 
即 
了 pp(p) ~1(0) (3.61) 


这 里 引 和 人 了 给 定 函 数 在 + 一 0 时 的 初始 慎 1(0)， 这 一 点 具有 重要 的 定义。 
同样 ， 对 二 阶 导 阔 数 ， 和 大 照 式 { hh ) 可 得 


= (0)+pLPF (Pp) —f(0)) 


即 
EY psF(p) —pf(0) ~ (0) (3.62) 
进而 对 高 阶 导 函 数 也 可 逐 阶 重复 以 上 的 推导 ， 得 到 如 下 的 拉 普 科斯 变换 的 一 役 式 ， 
SUD pp(p) p40) —p (0)—p" sO0) 0) (3.63) 


式 中 六 (0)， 芒 10)… 和 9) 分 别 表 示 国 数 (0) 在 t+ 二 0 时 的 一 阶 、 二 阶 '…(# 一 1) 阶 导 
数 。 如 33,5.3 中 所 要 讲 到 的 ， 式 《3.63) 是 将 拉 普 拉 斯 变换 用 于 和 解 微 分 为 程式 时 基本 的 重要 
关系 式 。 

f .积分 


试 求 男 数 1(!) 的 不 定 积 分 1D 二， f(ar 的 拉 普 拉 斯 变换 。 当 然 (1) /di 一 f(t)， 为 简 
单 起 见 , 考 起 积分 1(9) 对 所 有 值 帮 有 界 且 连续 的 情况 。 将 交代 赫 式 (3.43) 中 的 原 函 数 Xp)， 
分 部 积分 后 得 到 


fe” fos) ar at—— 二 |e [vyar| + 而 ef 人 (dt 
五 边 第 一 项 因 当 1 =oo 时 e-?*' 一 0,t 二 0 有 时 积分 项 为 0 ， 所 以 总 为 0 。 由 此 可 得 
Per | | ‘f(T)dr ja = [ea 


即 
{dt FP(p) (3.64) 
将 此 过 程 重复 几 次 ， 便 有 . 
tre t » t 
ffi an)" np) (3.65) 
nn 


式 (3,64) 或 式 (3.65) 的 关系 在 本 书 中 并 未 特别 加 以 利用 ， 这 里 把 它 提出 来 是 汐 了 理 
解 积 分 运算 与 前 面 的 微分 运算 一 样 ， 世 可 由 拉 普 控 其 变换 法 来 作 人 变换， 而且 积 分 分析 的 语 


4 


算 变 换 成 了 简单 的 除 以 靖 的 代数 运算 。 

gs。 补 积 

如 式 (3,12》 所 示 ， 当 给 定 两 个 时 间 函 数 1,{f) 和 j;(f}， 且 fs(4) 为 因果 性 时 间 函 数 时 ， 
下 式 定 义 的 再 数 沪 匡 是 范 数 户 ( 交 和 户 ( 仆 的 袜 积 ， 


1 = hh a (1) 
瑰 将 式 ( 1 ) 的 视 积 作为 原 函 数 代入 式 《3,43)， 则 1(1) 的 拉 普 拉 斯 变换 成 为 
P(p) 一 六 | nar jat (3.66) 


将 e~”' 分 解 为 两 个 指教 隙 数 的 积 e**' 一 e""”" .ce ”'"，， 并 将 其 移入 里 面 殉 积分 号 内 ， 列 上 式 表 
示 成 如 下 二 重 积分 


ron)= |). orf)eeh tar [et (3) 


如 果 如 图 3.24 所 示 ， 以 直角 坐 
标 胡 示 变 量 1 和 T+， 则 这 个 二 重 积 
分 的 积分 域 就 是 了 二 0 的 直线 OA 和 
与 其 成 45" 并 内 二 1 几 示 的 直线 
OB 之 间 所 奖 的 无 限 大 的 模 状 区 城 
AOB. 即 如 图 3.24(a) 所 示 ， 式 ( i) 
的 积分 首先 说 人 只 TT 二 0 至 Tt 二 的 
纵向 带 域 进行 ， 然 后 将 这 些 带 域内 
前 积分 值 从 一 0 到 上 一 c 却 起 来 ， @) 加 
由 此 桥 访 更 个 AOB 区 域 。 但 如 图 | 
3.24(b) 所 示 ， 和 如 先 从 t 一 上 到 + 图 3.24 二 重税 分 的 两 种 方法 
一 ce 语 水 平 向 带 球 积分 ， 然 后 再 使 从 上 一 0 变化 到 下 一 co ,也 可 以 覆盖 4DB 区 域 , 求 出 相同 
的 积分 值 。 因 此 式 { j ) 也 可 改写 成 


row)= [| es Wer (tr ar (x) 

在 此 再 引入 变量 上 一 上 一 +， 则 dt 一 距 ， 故 式 (k) 可 家 示 成 
prop en)e-rpe) ds Ja 01) 

将 式 ( 1 ) 分 成 有 关 变 医 + 和 有 关 变 芭 这 两 个 积分 的 积 ， 则 
Fp)= [ede | ve-lE) (m) 


由 式 (3.43) 可 知 ， 这 两 个 积分 分 别 为 函数 了 (二 和 坟 ( 仆 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
因此 ， 根 据 式 (3.66) 和 式 《m)， 可 以 知道 两 个 函数 的 初 积 的 拉 普 拉 斯 变换 等 了 这 两 个 


函数 各 自 的 拉 莹 拉 斯 变换 之 积 。 即 如 果 f.(t) HF,(p)，f(t) AT2(p)， 则 
[pf ar nF (p) Fp) (3.67) 


如 果 利 用 式 《3,15》 的 符号 ， 则 可 表示 成 
» 83 。 


(tfa(t) HF (Pp) PP) (C3.68) 


h . 福 普 拉 斯 谈 换 表 
表 3。.2 列 出 了 上 面 求 出 的 拉 普 拉 斯 变换 的 结果 。 
奢 5.2 近 盖 拉 斯 变 瑟 户 
原 范 数 fs] | 但 阔 数 FC(p) 
第 数 | a | CA 
[a i:(p—a) 
a 至“ A 
指数 西数 2 hot 和 5 
KE== 1 k= 1 
[ 
Pr) 
> Gps) pL! 有 
龙王 1 
rosat p/p*+a?) 本 
_ Sindat Qa/ (pt +o 
三 角 范 数 e-r tcosat CP 十 的 7EC 了 + b yta2) 
e-tisinas ott p+ b+ay 
4 函数 | ocr) 1 
df ¥ rat prrp)—1(0) 
知 分 aC t Yd pF Pp CO)—I 0) 
dn t /dt™ jo"FCP -pA OP C0 0) 
t 
积 分 人 (id F{pP ji/p 
t 
禧 积 ] frenre rar Fifp) ,Pa(p) 


5.5.5 在 振动 问题 中 的 应 用 
8 , 常 承 数 线性 常 概 分 方程 式 的 解法 


函数 xi) 的 x 阶 线性 常 微分 方程 式 为 ' 
n R= 下 一 多 
一 
或 简写 成 
Xa "Fax" tax (tt) {a) 


式 中 a,，as.…q: 为 给 定常 数 ， 并 设 x(t) 及 其 家 至 (n 一 1) 阶 为 止 的 导数 在 1 二 0 时 的 个 初始 
值 x(0)，z(0)…x 人 "(0)，xt"-0(0) 也 都 给 定 。 首 先 , 设 x( 四 及 式 (a ) 有 边 的 函数 /(t) 的 拉 普 
拉 斯 变换 分 别 为 X(p) 和 F(p)， 即 

X(p) 一 六 ex(Dd FO)= /ef 


或 ， 
tt) Ep), HO HEF(P) Cb) 
求 式 { a ) 两 边 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 则 得 


ers tat [ernat 


#4 


由 式 (3,63) 可 得 
pKXEP)— px(0) — pt(0) — px "0)— x "- (0) 
+acp"-iX({p) pix(0) — pt0) Xx" (0)) 


生生 生生 申 由 


ToCpX(P) — x(0}) 


toa.X(p) =F(p) 
整理 后 得 
TP) -ey (3.69) 
式 中 
Y(pP) =x{0) (pT +ap > 十 -十 Ge) 
十 天 (0) (Pp" -2 十 Gp" :二 a.) 
Fx "0 (p+a,) 
二 2x"-! ) (0) 
Ztp)=p"+ap" + to .P+ 
对 经 常 出 现 的 二 阶 微 分 方程 式 
业 十 了 天 两 生 十 五 纺 一 成 菇 (ec ) 
则 有 


Ylp}—(p+2ha)x(0) +i(00) } 
ZCD) =p + 2hop+ ss 
.了 (PP) 和 Z{BP) 都 是 P 的 多 项 式 ，Y (PD) 的 次 数 至 少 比 Z{P) 低 一 次 以 上 。Z(D) 特 称 为 辅 动 方 
程式 、 阻抗 等 ， 而 Zoo = 0 则 称 为 特征 方程 式 。 
当 由 式 《3.69》 确定 出 大 (相让 ， 接 式 (b) 的 第 一 式 对 居 (D) 求 拉 普 六 斯 敌 变 换 , 就 可 求 得 
窒 分 方程 式 的 解 xtt)。 这 样 通过 式 (5.69)】 的 运算 ， 同 时 考 屿 所 有 初始 条 件 并 由 代数 运算 求 
得 微分 方程 道 解 ， 这 种 拉 普 拉 斯 变换 解 站 具有 各 大 意义 。 
日 。 自 由 振动 
单质 点 阻尼 系统 的 自由 振动 方程 式 如 式 《2.35》 所 示 ， 即 
作 十 2 有 N62 十 :xX 二 0 (ey 
设 初始 位 移 和 初速 庭 为 x(0) 二 x,，2{0) 二 Zz6。 式 ( 6 ) 是 式 { ec ) 中 HKD 一 0 册 药 情况 ,所 以 有 
Y(p}=- (p25)x, 二 do 
2{(p)=p*+2hop+s? 


《d) 


Flp)= 0 . 
式 《3,69) 则 成 
Xp) = DD) PTR) Kt 
Zp) pi2hapt+o’ 
进而 可 写成 如 下 形式 : 
一 x ， 五 十 碎 画 jxe 十 :ov 可 Ts 
XP) Tr BTR TI RG + i DTA TT ha 


对 上 蕊 中 填 边 第 一 项 和 第 二 项 可 分 别 应 用 式 《3.58) 亲 (3,.57)。 因 此 ， 对 区 (5) 求 道家 煤 则 厅 
时 68 量 


得 式 (e ) 的 通 解 x(t) 为 


X(t) = er {xc0s 1 一 形 ai 十 十 acg sinv/ i—h? ot| {f) 


当 热 ， 臣 (ff) 与 式 (2.48) 是 一 致 的 ， 这 里 不 需要 进行 由 初始 条 件 从 式 (2,46》 和 (2,47》 
确定 式 {2,46)】 中 的 积分 常数 的 运算 。 ， 

c ,经 这 报 动 | 

与 2.4.1 节 相同 ， 考 虚 质 点 .上 作用 谐 和 滞 据 力 P{) 二 Posint 的 情况 ,如 式 (2.73) 断 示 ， 
运动 方程 式 为 


于 十 2 十 可? 二 2 Sin @f (gy 
殷 设 系统 是 从 静止 状态 开始 运动 的 ， 初 妨 条 件 为 x(0) 二 0 ，z(0) = 二 0。 因此 由 式 (d ) 有 
Y(p)= 0, Zp) p+ 2h57+ a (h) 
同时 ， 根 据 式 《3,55)， 式 (8 ) 右 边 的 控 普 拉 斯 变换 为 
PF(p) = or 


因而 ， 式 《3.69) 变 成 

XP) 一 (Po 1/Q(P) (1) 
式 中 

QP)=(p:+o) (p+2hapi 6:) 
这 个 {7) 就 是 例题 3.2 中 4 一 m9，b =hiwm，c 二 dH 时 的 情况 ,所 以 式 ( 1) 的 苹 (P) 作 分 数 展开 时 


也 B, BB, B, 
XUp) = 
(7) Pp—Pp: t p—Ps: + p—pbs + Pp—Ps (i) 
中 例题 3,2 的 结果 ， 恒 得 
n=ins P=—it, pa—=—h6ti Ihis, p=—ho—ivVi—h (kk) 


Po 1 _ 
一 2i(j:—oi2ihse) 
也 I 
一 -=-_E 一 _ ~- 
B, m 21{(6—@m* 2ihaw) 


jd] ， 
B= er = i 
nm 2 1 hi ho —2ihv 1 — ht) 


5 p, 0/ 面 
am 2 hio +2 2ihy | 一 形 2 而 3 】 


先 将 起 ( j ) 中 第 三 项 与 第 四 项 结合 起 来 求 拉 普 抗 斯 道 变换 ， 利 腹 式 (3.58) 和 (3.57) 
可 得 


| | 


xaralt) = 经 
026) sin ww 1 一 at| {1) 


然后 求 式 ( j ) 中 第 一 项 和 第 二 项 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 。 这 时 ， 可 利用 式 (3.55) 和 (3.,56)， 


= 66 。 


一 re 
™ 

上 

了 


pu . (mt— om:)} Sin wt 一 2hTOO0g mt 
(Gt)i (oho)’ 
sin(ot—$) 
YA {U0) 2him): 


《m ) 


式 中 
arctan[ 2hom/(m— nm) 

很 明显， 式 ( i ) 中 X(p) 的 效 变 换 ， 即 作为 式 {g ) 的 解 的 系统 反应 x( 人 四， 可 中 了 东 为 x(1) 
一 X34(f) 十 X52a(t)。 这 样 利 用 拉 普 拉 斯 变换 得 到 的 系统 反应 x*( 让 ， 即 式 ( 1 ) 与 式 (m) 之 和 ， 
当然 与 前 面 由 式 《2,79} 和 式 (2.80) 表示 的 结果 是 一 致 的。 但 是 擅 得 注 章 的 是 ， 这 里 初始 
条 件 已 在 式 {h ) 的 第 一 式 中 考虑 ， 同 时 不 需要 像 式 《2.75) 或 《2.91)》 所 示 那 样 预 先 候 定 特 
解 的 形式 ， 而 是 作为 运算 的 必然 结果 推导 由来 的 。 

看 一 下 式 ( 1 ) 和 种 (m) 所 表示 的 时 间 陆 数 的 特 人 性， 或 者 从 它们 分 别 与 式 (2.79) 的 第 一 项 
和 第 二 项 相等 这 一 点 出 发 ， 就 可 知道 xiyaf 昌 表示 稳 术 振动 ， 而 xsvk( 亿 表示 暂 态 振动 。 换 名 话 
说 ， 在 式 (j) 表 示 的 拉 普 拉 斯 变换 中 ， 第 一 项 和 第 二 项 表示 和 态 振 动 部 分 ， 第 三 项 和 第 四 项 


表示 和 暂 术 振动 部 分 。 6) 
如 式 ( j ) 所 示 ， 上 反应 x(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 X(p) 

具有 四 个 极 ，p;，P:，ps，pi。 这 些 值 如 式 (k ) 所 示 。 di 

和 如 果 在 复 平面 上 表示 这 些 极 的 位 置 ， 则 如 图 3.25 所。 -atHME 


示 。 如 上 所 述 ， 式 ({ j } 右边 的 第 一 、 二 项 表示 稳 态 振 
动 ， 第 三 、 四 项 表示 暂 坊 据 动 。 与 此 相对 照 ， 图 3 ,25 | 


他 


的 虚 轴 上 的 极 对 应 稳 态 振动 ， 复 平面 上 第 二 、 三 象限 -az-vicgss 


内 的 极 对 应 暂 杰 振动 。 只 要 系统 的 阻尼 比 临 界限 尼 小 ， ,iw 
好 # < 1 ， 在 实 轴 上 就 不 存在 极 。 | 

d ,脉冲 反应 兽 数 

如 3.1 节 中 所 述 ， 所 谓 单质 点 阻尼 系统 的 脉 冲 反 图 3.26 极 的 位 置 


应 国 数 ， 是 指 质点 在 具有 单位 冲 量 的 冲击 力作 用 下 的 反应 时 间 过 程 。 同 时 在 3.5,2 节 中 已 说 
过 ， 在 + 一 0 时刻 作 用 的 。 具 有 单位 冲服 的 冲击 力 ， 可 用 占 霄 数 来 表示 。 因 此 ， 处 于 静止 状 
坊 的 系统 在 ! = 一 0 时 刻 受 到 这 种 冲击 力作 用 了 时 ， 其 运动 方程 式 为 mi 十 cz 十 kx 一 1 或 写 成 
才 十 3745 十 百 2x 一 (1) (ny) 
初始 条 件 为 
x{0)}=0, i(0)=0 (o) 
所 以 ， 与 式 (h } 相 同 ，Y(p)=0， Z(tp)==p* 十 2hip 叶 a '， 由 式 (3.60)， 式 (2 ) 术 边 的 拉 普 
拉 斯 变换 为 F(p) = 1 /m。 因 此 式 (3.69) 变 成 
1 ed 
zp) mm DTanspT i Wiis (pHa TR (PP) 


由 式 《3,.57) 可 得 


x{t) = sin viI—Rist (3.70) 
二 为 YI 一 PE 二 Bq 式 《3.70) 与 位 称 的 脉冲 反应 函数 即 式 (3.5) 的 第 1 式 是 一 致 的 。 
s 粘 昌 


e ,上 凑 来 响应 函数 
设 对 单质 点 阻尼 系统 施加 谐 和 汶 振 力 imre'"'*， 且 每 单位 质量 上 加 如 证 谐 和 激 振 力 
HD =e'*! (3,.71) 
风 式 《<c) 成 | 
J+ 2h52 det" Ca) 
崩 抗 为 ZLp) 一 p? 十 2hwp 十 2?。 同 时 根据 式 《3,48}， 式 《4 ) 有 有 边 的 拉 普 拉 斯 变换 为 F(p) 一 
1/(p—iw)o 
如 果 只 考 虚 由 式 《3.71》 的 滞 据 所 产生 的 稳 楚 振动 ， 首 先 对 初始 条 件 部 分 即 上 成 (3.69) 
的 Y(P) 取 Y(P)= 二 0， 则 
Xp) ~ ZE ~ Thi) 四 
再 如 本 节 “ 口 小 节 中 记述 ,在 将 式 【 上 )》 作 部 分 分 数 展开 肝 ， 兵 取 与 虚 轴 上 的 要 【 即 p 一 训 ) 相 


潭 应 的 项 就 可 以 了 。 在 这 里 则 忒 必 作 部分 分 数 展开 ， 因 为 极 iw 的 留 数 为 


1 2 1 
2 一 (im)*+ 2hm(iw) Ts di—w:+2ihae 


由 式 {3.48》 懂 可 得 


x(t) = Bio+ (C3.72) 


4 
i612ihi 
式 (3.72》 与 式 (3.71) 之 比 ， 即 式 《3.72)》 中 6 的 系数 


五 (a) 一 《3。73) 


Ti 
十 对 质点 相对 位 移 汶 据 力 移 频率 响应 旺 瑶 。 这 与 上 一 童 中 的 式 (2,.96) 是 一 发 的 。 

f .对 性 巧 地 面 返 动 加 过 度 的 反应 

一 般 考 虑 地 面 运 动 加 速度 给 定 为 一 个 任意 的 时 间 过 程 引 (四 时 ， 系 统 的 运动 方程 式 如 式 
《2.100)》 所 示 : 

并 十 2 名 十 GX 二 一 扫 (1} 

设 系 统 从 静止 状态 开始 运动 ， 初 妈 条 忻 为 x(0) 一 0 ，#(0) 二 0。 如 x{ 人 ) 和 的 拉 普 控 斯 谈 换 为 
Xtp)、 则 根据 初始 条 件 ， 式 《3.69) 中 Y(p) 二 0， 阻抗 为 Z(p) 一 p? 十 2h5p 十 2。 同 时 


Flp)=—| se" (ta Cs) 
所 议 ， 式 (3.69) 成 
X(p) ~ -Ztsy "Pp) 
即 X(p) 为 1 /ZLp) 与 PCp) 了 两 项 之 积 。 首 先 求 1 /2Z(p) 的 逆 变 换 ， 与 式 (Pp) 的 情况 相同 ， 改 写 为 
1 ba] 


il _ = GO 
Zp ™ prTohopTir Vms (PTRho) ti 
由 式 《3.57) 得 


“ht! Sin WV This 1 
Vis SPY Rath -zs) (+) 
对 于 F(P) 的 首 变换， 很 明 服 从 式 ( s ) 可 得 


— (1) ar(P) {u) 


» B68 = 


因此 ， 根 据 式 《3.67)， 式 ( t ) 和 式 (u ) 右边 的 乘积 x(p) 的 逆 变 换 可 由 这 两 式 诺 边 的 原 函 数 
之 福 积 来 表示 


x(t) =— | Y (zye-ascemsin TI 一 本 5(t 一 tax 


VI 
上 式 与 已 由 式 (3.19) 求 得 的 半 果 相同 。 


3.6 频率 分 析 


存 3.3 节 中 ， 用 式 (3.24} 所 示 的 脉冲 反应 函数 来 表示 单质 点 阻尼 系统 移 特 性。 如 式 (3,23) 
所 示 , 通 二 计算 脉冲 反应 销 数 与 地 面 送 动 加 速度 前 祠 积 来 评价 柔 统 对 地 面 适 动 加 速度 的 及 应。 
这 些 分 析 都 是 在 时 间 域 内 进行 的 ， 称 为 时 程 分 析 。 与 此 相对 应 ， 则 是 用 2.5.3 节 中 所 述 的 频 
素 反 应 悄 数 来 表示 系统 特性 、 进 行 频 ( 率 ) 域 分 析 来 求 系统 芭 应 的 方法 。 本 人 节 就 是 论述 这 种 频 
率 分 析 方 法 的 。 

5.6.1 首 和 振动 与 周期 振动 

3 。 谐 和 振动 

以 前 已 经 讲 过 ， 针 间 过 程 可 用 最 简单 的 余 落 函数 或 正弦 庄 数 ( 即 Acosat 或 4 sin at) 家 示 
的 振动 称 为 简 谐 振动 。 如 经 常 讲 到 前 那样 ， 这 里 的 A ，B 和 @ 都 是 与 时 间 无 关 的 常数 ， 分 别 
称 为 简 谐 振动 的 振幅 和 和 图 频率 。 

如 经 党 出 现 的 孝 样 , 某 个 振动 量 f 贡 有 时 也 可 以 表示 为 两 个 苞 频 率 相 等 的 简谱 振动 之 和， 


即 
f=Acosantt Bsinat (3.74) 
上 式 也 可 雇 宕 示 戌 吉 下 形式 的 图 数 ， 
f(D =Coos (nti $b) (3 .75) 
或 
jt) =Csin (ot+ $ ) ($3.76) 


式 中 外 称 为 相位 差 ， 是 个 常数 。 

式 (2.92) 等 公式 中 用 复 指 数 语 数 天 示 握 动 其 1(1) 

jt) =Ce'®! 
式 中 心 一 般 是 复数 ， 称 为 复 振幅 ， 但 也 可 为 实数 。 当 己 是 实数 时 ， 由 式 人 (2.24) 所 示 欧 接 公 式 
可 得 ff 从 一 Ceosat 十 这 sinot， 琢 示 这 是 实数 部 和 呀 数 部 分 别 由 余 蔬 肌 数 和 正 牙 困 效 次 示 的 简 
谐振 动 。 当 CC 为 复数 、 和 丸和 B 为 实数 ，C 表 示 成 C 一 4 十 iB 扯 ,也 可 根据 欧 控 公式 将 式 (3.77) 
改写 成 . 
f(t) =}C)e! (3.78) 
式 中 
[IC = A:+B:, & =arctan(+B/A) 
式 (8.78) 的 实 部 和 虚 部 分 别 表示 式 (3.75) 和 式 (3.76) 形 式 的 振动 : 式 (3.74)、(3.75), (3.78)、 
(3.77} 或 (3.78) 所 家 示 网 振动 称 为 谐 和 振动 。 这 些 式 子 所 表示 的 明 数 (1t) 都 满足 如 下 微分 方 
程式 ， 
昌 考生 中 


引 Er. -+ 上 w(t) = 人 0 Di (3.79) 


疾 训 之 ， 式 (9.79) 形式 的 机 分 方程 的 解 所 表示 的 拔 动 是 话 和 报 动 , 渤 在 2.26 节 中 也 已 说 过 。 
篇 谐振 动 龙 最 简单 形式 的 谐 和 振动 。 图 3.26(a) 是 谐 和 振动 的 一 个 例子 。 


作为 式 (2.35)， 且 如 二 十 2h6 十 负 *x% . 
一 0 那样 包含 阻尼 项 的 微分 方程 式 的 解 AAA 
代表 一 种 有 阴 尼 的 振动 ， 即 如 式 (2。41) 
拷 示 的 那 种 振动 其 振 彤 是 随时 间 变 化 ) ' 
的 ,一 般 说 来 不 是 谐 和 振动 ,但 即使 包含 。 他 全 = 
阻尼 项 ， 如 果 仅 着眼 于 如 式 {2.79) 的 第 
二 项 或 式 (3.72) 那 样 由 谐 和 激 振 力 产 生 人 ! , 

强迫 振动 的 稳 坊 振动 部 分 ， 它 仍 是 谐 1 四 
和 和 振动。 Pr Ee [yr 四 
b , 非 谐 和 振动 上 r 

不 局 频率 的 谐 和 振动 之 和 不 再 是 谐 | 
和 振动 。 也 就 是 说 ， 例 如 由 函数 0 ya 

I) = gin @t + gin 20t 二 
或 “ 国 3.26 谐 和 振动 、 阅 期 振动 、 非 半期 振动 
FE) = CA cogot Bsingt) + A cosm,tt Bsinmt) & Eo, 

等 ， 以 及 由 更 一 般 的 形式 写成 的 函数 


大 全 一 3 CAECOSD, tT B; sin wt} (3.80) 
天 一， 


或 由 复数 形式 写成 的 函数 
共 
有 有 一 2 Cee (3.81) 
万 二 1 
所 代表 的 振动 ， 都 不 是 谐 和 振动 。 很 明显 ， 这 是 因为 这 些 函 数 都 不 注 是 式 (3.79) 形式 的 微分 
方程 式 。 不 是 谐 和 振动 的 振动 统称 为 非 谐 和 振动 。 图 3.26(b) 是 式 (3,80) 形 式 的 函数 所 开 示 
的 非 谐 和 振动 的 一 个 便 子 。 
¢ .周期 扳 动 
时 河 t 的 基 个 函数 1{t)， 当 它 其 有 一 个 与 t 值 无 关 的 常数 < 使 1( t 十 CC) 二 f( 耻 成 立时 ， 
这 全国 数 就 称 为 周期 函数 。 “上 就 是 其 周期 。 悄 期 c 中 绝对 值 最 小 的 非 零 局 期 称 为 基本 周期 。 
设 基本 周期 为 了 ， 则 下 式 自 然 成 立 ， 
.| 1 t+ TT) = {3.82) 
同样， 很 明显 下 式 也 是 成 立 的 : 
下 上 十 PT 一 Fr = 十 ls 土 2 
实际 上 ， 常 常 把 基本 周期 简称 为 周期 。 
其 状态 由 周期 国 数 表 示 的 振动 ， 即 每 随 一 定时 间 重 复 同 一 状 表 的 握 动 ， 叫 局 周期 振动 或 
者 说 是 周期 性 的 。 式 (3.75) 疏 示 的 振动 为 


站 » 


f(t) ~Coos(ott $) 
一 它 cos (十 册 十 27) 


=ceos| 名 (s+ EE)+ “| 


项 它 古 周 期 为 和 =2x/@ 的 周期 振动 。 另 站， 根据 欧 拉 公式 (2,24)，e*"' 二 cos (2x) 十 i8in (27) 
一 1， 所 以 式 (3.78) 便 变 成 
“ fH) = Ce + Ce i .esr1— Oeics 
同样 每 隔 周 期 T =27/% 二 复 同一 状态 。 所 以 ， 谐 和 振动 都 是 局 期 振动 。 
式 (3.80) 或 式 (3,81) 的 非 匡 和 振动 是 不 同 周期 的 诸 和 振动 之 和 ， 是 以 级 数 来 表示 和 的。 级 


数 中 的 各 项 ， 即 . 
【CO 后 名 of -于 BB, Sin wt) } 


CE!” a 
称 为 非 谐 和 振动 的 谐 和 振动 分 量 。 现 设备 谐 和 振动 分 量 的 图 频率 of 一 1,2"… 8 ) 均 为 基 
圆 频率 oo 的 整数 倍 。 这 个 频率 叫做 基本 圆 频率 ， 而 wm 一 2na7 35 岂 做 基本 频率 。 用 音响 学 术语 
来 说 ,ao 就 是 基 音 的 圆 频 率 ,a 则 均 为 伴音 的 项 频率 。 这 有 时， 很 明显 每 隔 一 个 与 oo 对 应 的 翌 期 
工 一 24/ ma 或 了 一 LV/w。， 就 重复 同一 状态 ， 所 以 这 种 非 谐 和 振动 是 周期 振动 。 图 3.26(b) 就 是 
这 种 非 谐 和 周期 振动 的 一 例 。 上 面 所 说 的 各 谐 和 振动 分 量 的 频率 ， 只 要 都 是 某 个 基本 频率 的 
整数 人 阅 ， 荐 只 要 式 (3.80) 或 (4381) 的 非 访 和 振动 可 以 用 下 面 的 式 闻 来 表示 


下 = 上， 人 防 


汰 
1(1)= 2 (Ascoskoott Bs sinkeot) (3.83) 
kl1 


HD 2 Cemeat (3.84) 
Kl 
出 即 熏 R 一 co， 即 级 数 的 项 数 无 限 多 ， 它 也 还 是 十 期 振动 。 
2.3 节 中 所 说 的 有 阻尼 自由 振动 不 是 周期 振动 。 因 为 具 图 ?2.18 也 可 看 出 ， 它 是 不 可 能 严 
格 重 提 同一 状态 的 。 这 时 称 有 一 1 一 妈 .24/5 为 有 阻尼 诺 由 振动 的 周期 ， 这 是 因为 如 将 式 
{3.82) 的 条 件 稍 微 放 松 一 下 ， 可 变 成 
(t+ TT)=f() 
习惯 上 可 将 每 馈 一 定时 间 大 致 重 和 揽 同 一 状态 的 振动 看 作为 周期 振动 
d ,. 非 周期 排 动 
如 图 3 ,26{0) 所 示 ，; 经 过 一 定 有 时间 To 后 振动 一 庶 售 止 ， 在 持续 一 段 静 下 状态 后 又 重复 相 
间 的 振动 、 静 止 状态 ， 这 种 振动 仍 是 具有 图 示 疝 期 工 的 周期 振动 。 
考虑 T, 仍 保持 不 变 而 静止 状态 的 时 间 延 长 到 TT 一 oo 的 极限 状态 ， 如 .图 3,26(d) 所 示 。 这 
表 靶 由 于 周期 函 教 的 周期 变 成 无 限 大 ， 周 期 函数 失去 了 周期 性 ， 成 了 前 后 都 不 可 能 重复 同一 
状态 的 振动 。 这 种 振动 称 为 非 周期 振动 或 是 非 周 期 性 的 。 像 地 震动 等 就 是 非 谐 和 非 周期 振动 。 
如 上 所 述 ， 由 于 周期 变 成 下 一 = 的 极限 ， 振动 始点 和 终点 的 存在 ， 央 而 还 有 振动 的 持续 时 间 
趟 此 因果 性 时 了 间 英 数 的 概念 就 变 得 明确 了 。 
5.6.2 对 雍和 激 捧 的 反应 一 -一 竖 率 昔 应 函数 
基于 频率 辆 应 国 数 ， 已 在 2.5,3 节 条 3*5.3e 节 中 作 了 叙 壕 ， 因 为 这 是 本 节 中 要 讲 的 频 率 


+ 71 * 


分 拆 的 基础 ， 所 以 这 里 重新 以 一 般 形 式 作 一 归 缘 。 

妆 通 当 以 国 数 已 (表示 的 油 振 力作 用 于 单质 点 阻尼 系统 的 质点 上 时， 系统 的 和 运动 方程 式 
可 氛 宕 示 为 
mitct+kx= P(r) (Ca) 
家 + 
、 2+2has+ tx— (0 (3.85) 


P( 中 上 有力 的 量 纲 ， 通 常 称 为 对 系统 的 流 氢 力 或 输入 。 
当 输 入 由 振 申 为 Po、 并 如 图 3 ,26{a) 所 示 的 谐 和 振动 力 给 出 时 ， 即 当 
Pl) =Poe'™: (Cb) 
时 ， 式 (3.857) 挛 成 


#2hms tx 0 elt 


贸 据 式 ([2.85)， 售 式 的 稳 术 解 为 


X(t) 一 Ca te) 


PP 
M(B or False) 
现在 假定 系统 受 位 移 振幅 为 ao 、 随 频率 为 唱 的 谐 和 地 面 振 动 激 振 ， 地 面 运 动 的 位 移 、 速 
度 和 如 速度 分 曙 为 如 下 的 谐 和 振动 ， 
位 移 YN 一 9ct” 
速 度 有 地 一 ipaet 
加 速度 $$ (1) = — Dae'*" 
同时 ， 根 据 §2,.5.1 所 讲 的 等 北 濑 振 力 和 概念， 这 时 的 输入 为 汶 
P=—m#§ (=—=morae'.: (d) 
上 式 有 边 是 严格 意义 的 输入 力 。 如 果 广 当地 解释 输 人 的 音义， 则 常常 不 仅 将 具有 力 的 量 岗 的 
是 ; 而 和 且 把 产生 这 种 输入 为 的 拢 动 ， 即 式 (3.86) 所 示 的 位 称 、 速 度 和 加 速 座 等 ,都 称 汶 输入 。 
比较 式 (b ) 和 式 (d 可 竺 PP 二 mw， 所 以 可 以 立即 从 式 (5 ) 求 出 系统 的 位 称 反 应 。 再 对 
上 时间 微 分 ， 就 可 有 求 出 速度 反应 和 加 速度 反应 


《3 ,36 ) 


全 5 1 
位 移 反 应 “(DN -ro ° | 
速度 反应 £0t) re (3.87) 


绝对 加 速度 反应 2(4) 十 揣 (1) 一 一 人 人 于 3)ore | 

它们 鸟 为 民 和 所 动 。 系 统 对 这 种 输入 的 反应 统称 为 输出 。 与 输入 一 样 ， 输 出 的 痊 义 也 是 广义 
的 ， 不 一 定 是 具有 力 的 重 纲 的 量 。 . 

通常 将 系统 受 谐 和 激 振 而 作 谐 和 振动 时 的 输出 与 输入 之 比 称 为 频率 响应 函数 。 例 如 考 虚 


下 面 两 种 情况 的 输出 /输入 ， 其 对 应 的 频率 响应 函数 分 别 为 
和 区 加 速度 反应 /直面 加 速度 于 (一 Bs 


一 io 


位 移 反 应 /地 而 速度 所 (2) 一 Tih 


4 2 * 


这 是 已 在 前 面 2.5.3 节 中 求 出 的 函数 。 频 率 柄 应 苗 数 是 只 由 输 和 人 频率 吕 和 系统 固有 特性 昔 来 
囊 示 的 复 芍 数 ， 它 包含 了 有 关 西 个 谐 和 振动 量 之 间 的 振幅 比 及 相位 差 的 信息 ， 其 绝对 值 就 是 
所 谓 反 应 放大 倍数 ， 这 些 在 2.5,3 节 中 也 都 已 经 讲 过 。 

如 果 作 谐 和 振动 的 地 面 运动 输入 由 式 (3.86) 所 示 的 加 速 庶 、 速 度 和 位 移 中 任意 一 个 给 
出 ， 系 统 的 输出 由 式 (3.87) 记 示 的 三 种 友 应 天 示 ， 则 作为 输出 与 输入 之 比 可 以 定 义 如 者 3.3 
中 所 示 的 轧 种 频率 柄 应 国 数 。 

一 般 在 作 谐 和 振动 的 系统 中 ， 分 别 以 F 和 局 表示 广义 的 输入 和 输出 的 复 据 申 ， 以 二 (0) 
表示 频率 网 应 尔 数 ， 它 们 之 闻 的 关系 为 


他 一 让 (ao) .FE (3.88) 
F=G/f(0) (3.89) 
Bj(o)=GA/F (3.90) 
洲 3.3 单质 点 阻尼 系统 对 地 画 运 动 的 频率 院 应 西数 从 (@) 
| 反 话 
和 入 | | ”过度 反应 。 | 位移 反应 
- 因 速 并 | rHCO4 | iwHra) | Hm) 
二 丰 运动 速 度 : [可 2 是 fm 十 1] oIH'i@y | —iopH(o) 
位 移 是 ooHtoyti) | ioHro; | Hy 
Ho rs 


在 2.5.3 节 或 8 3.5.3e 中 求 频率 响应 函数 时 ， 已 事先 说 明 考虑 由 初始 条 件 所 决定 的 暂 态 
振动 完全 衰减 消失 后 的 状态 ， 或 者 说 只 考虑 与 初始 状态 无 关 的 虚 轴 上 的 极 。 但 愉 本 质 上 来 说 ， 
频率 醒 应 函数 是 把 属于 由 式 (3.83) 所 定义 的 、 或 由 图 3.26(a) 所 示 疝 斯 振动 的 一 类 谐 和 振动 
为 研究 对 象 时 所 引出 的 概念 ， 因 此 可 以 理解 为 没有 初始 起点 。 

了.6.5 有 限 语 里 衰 近 似 

如 图 3.26{b) 所 示 ， 设 非 语 和 周期 藻 数 1() 的 周期 为 TT。 如 式 (3.83) 所 未 对 应 于 阅 期 工 
的 基本 圆 频率 为 0, 二 2x/T， 频 素 分 别 为 其 整数 倍 的 谐 和 振动 分 晤 之 和 ， 是 周期 为 的 非 谐 和 
周期 振动 。 

我 们 可 以 试用 这 种 有 限 个 谐 和 振动 分 量 之 和 S- 人 归来 近似 表示 给 定 的 函数 7 


SAt) = 六 (Acoskott By sinkoot) (a) 
= ， 
于 起 可 以 改写 成 
St 一 4 十 全 (ArcosKaof 十 Be sinkoot) (3.91) 
大 二 1 


注意 ， 上 式 与 式 (3.83) 相 比 ， 多 了 一 个 常数 4u。 这 个 常数 的 意 闵 将 在 后 面 再 讲 ， 加 上 这 个 
常数 后 不 会 对 函数 的 周期 性 产生 任何 影响 。 

4*， 了 为 待定 系数 ， 在 确定 这 些 系数 时 ， 应 该 使 式 ( a ) 的 有 限 三 角 级 数 S。{ 贡 能 最 好 地 
近似 表示 遇 数 帮 匡 。 为 此 ， 采 用 如 下 所 述 的 最 小 二 乘法 。 

以 Su 近似 袁 示 所 和 时 的 误差 为 帮 和 一 S(， 其 平方 值 在 一 个 周期 肉 苑 具 0 到 了 工时 间 
肉 的 平均 值 为 


1 1 


e = 二 | ， CE) S(t) Ydt (3.92) 


8 是 Ar，Br (kk 一 0,152…7》 的 国 数 。 当 系数 4 下 满足 如 下 条 件 时 ， 积 分 8 取 最 小 值 ， 
耶 可 以 得 到 景 佳 近 似 值 。 - 


现 将 式 (3,92》 对 某 个 系数 4,《 为 整数 ) 微分 ， 并 使 其 等 于 0 ， 便 得 
渤 一 -S(t 0 (Cb) 
由 式 ( a ) 可 得 
-0 一 cosiaut 


将 上 式 与 式 ( a ) 代 入 式 (t b )， 人 恒 得 


坟 术 
T 
一 地 中 7 一 Bl Aicoskoot— > Bsinkost jerdtr。 


KE= 0 中 一 尿 
如 
" T 下 7 
DD) A | coskotcoslootdt |+ 全， B: Es| sin kootcoslwotdt | 
Ko Tn Pp TJo 
= 各 | f(t) cosloordt Ce) 
对 三 角 防 数 的 积分 ， 有 如 下 的 三 角 清 次 正 交 性 关系 ， 
{coskxcosixdx={ KK 一 0 
和 0 Xx 二 了 
I sin kx sin txdx={ 、 | 0 (3.93) 
再 
六 ONkxan Ixdx= 0 
另外 
2 2 ， 
| COSKXxdx = | sinkxdx= 0 {£3.94) 
在 式 《3.93) 用 式 《8.94》 中 作 变 量变 换 x 一 oot 二 (2z/T)t， 则 恋 成 
条 [coskootcosiootdt = { ! ki 
TJo 0 1 (3.95) 
2 sm poutsinlortdt 一 { KE 一 
TJo 8 0 kK 二 1 
| coskaot sin 1@otdf = 0 
J (C3.96) 


T 
| 5 coskootar -| "Sin kootdt =0 
0 


因此 ， 根 据 式 (3.95) 的 第 三 个 式 子 ， 式 (e ) 左 边 的 第 二 项 全 为 6， 而 根据 式 (3.95) 的 第 一 个 
武子 ， 式 (e ) 左 边 的 第 一 项 在 k 关上 + 时 金 为 0，kk 一 二 时 方 括号 内 为 1 ， 所 以 得 到 


1 4 * 


= 二 | t )CosKGuotdt k=1, 2 到 {d) 
同样 ， 将 式 (3.92) 对 系数 BB 微分 ， 梳 抠 式 (3.95) 的 第 二 式 和 第 三 式 可 科 
B 一 过 | 1 + ) sinkotdt Kl, 2 (6) 
另外 ， 妨 值 可 以 用 如 下 方法 来 求 ， 由 起 (3.981)， 有 
BSo(t) 1 
4 
所以 式 (2) 战 
在 
| ,Auat+ 3 六 CAscoSk@ot + Bs sinkoot) dt— fx t)at 
0 KJ 心 
出 式 (3.96) 上 式 左 边 第 二 项 为 0 。 所 以 ， 
= 二 ft) (1) 


由 此 可 以 知道 ， 式 (3.91) 中 的 常数 项 4, 表 示 所 给 定 的 尔 数 蕊 + ) 在 一 个 周期 内 的 平均 但。 为 
外 ， 比 较 式 (ff ) 和 式 (4 ) 可 答 


A 一 革 | 3 x t )ooskootdt | 
所 | 以， 如 果 最 初 特 式 (3， 9 中 的 常数 头 志 未 成 旬 形 全 


= 


S(t ) 一 -全 *- 十 3 (CA, COSEWL t+ Br gin koot) 
= | 


即 以 A&o/2 表 示 靖 数 1 +t) 的 平均 慎 ， 则 如 岂 可 与 上 志 1， 2 hn 了 财 一 样 用 式 (d ) 求 表示 。 
应 于 Bo 的 项 始终 为 0。 所 以 ， 航 可 以 认为 Bo 成 开始 就 不 存在 ， 也 可 以 看 作 由 式 (。 ) 来 2 
表示 而 B 二 0 。 

综 上 所 述 ， 给 定 周 期 为 工 的 任意 非 谐 各 周期 销 数 1 作 上) 时 ， 可 以 用 如 下 的 有 限 三 角 级 数 
来 近似 表示 


以 
St ) 一 一 A + >) {Acoskoot + B: sin ko, ot “ (3.97) 
用 一 上 


式 中 oo 一 27/T。 换 名 话说 ， 可 以 用 其 频率 为 基本 图 频 率 a 整 数 伴 的 有 承 个 谐 布 振 动 分 量 之 
和 来 近似 表示 所 给 定 的 非 谐 和 局 期 国 数 玉 上 )。 这 有 时 ， 当 式 (3.87)? 中 的 系数 由 下 式 给 出 时 ,能 
得 到 最 佳 的 近似 


全 一 冯 | 1( t Jeoskootdt 
9 (3.98) 


B, 一 地 | ft ft )sin kootdt 
这 种 近似 表达 式 ， 即 式 (3.97) ， 称 为 给 定 图 数 玫 + ) 的 有 限 富 里 衰 近 似 ， 踢 式 (3.98) 所 
确定 的 系数 人， B;: 称 为 有 限 富 时 衣 系 数 。 在 特别 需要 区 别 4, 和 B: 时 ， 也 营 称 妨 为 有 限 窜 里 
【例题 5.3] 用 有 限 富里 豪 近似 表达 式 表示 图 3.27 所 示 非 恋 和 周期 函数 。 
[ 解 】 图 3.27 的 国 数 可 表示 为 
1. 6 * 


408AT 0 < TITA4 
Ht)=i40(T/2— tT TASt S&T/2 (2) 
0 T/2 tT 
代入 起 (3.98)， 积 分 得 


了 一 
4=#[[ Aat og -at | /2 (TA 让) on kt a 
工 Tia T 


(1 ~o0-) 


2 frit 4at . 2xkt | A9(T/2— 1) . 2xrkt ，] 
一 过 dt 和 四 时 二 -dr 
SB, #|[| oT mr ty,, T 5 本 


.kx 
一 3 
对 系数 4.， 互 :计算 到 天 一 3 为 止 记得 的 结果 列 于 表 3.4。 
另外 ， 将 这 些 天 值 代 人 式 (3.97])， 算 出 取 到 站 一 0 ，1，2，3 为 正 的 Sr) 分 别称 
为 第 0，1，2，3 次 近似 ， 则 这 些 近 似 曲 线 的 形状 如 图 3.28 中 的 实 线 所 示 。 第 0 次 近似 


So( +) 一 /2， 如 前 面 所 壕 ， 只 是 给 定 隙 数 信 二 ) 的 平 坎 值 。 


图 3.27 非 谐 和 有 周期 函数 的 例子 


表 5.4 有 限 富里 雇 系 数 网 
k | ria | Brra pe 、 本 
一 一 一 、 | - | -一 -一 “ 一 
0 | 12 和 
| 
1 4g | /3 
2 一 94 | 站 我 三 全 


| " | 图 3.28 有 限 富 里 训 近 似 的 例子 
3.8.4 宣王 户 级 数 
设 苔 定 周 期 为 工 的 国 数 共 1 ) 可 时 下 式 所 孙 的 第 次 有 限 富 里 哀 近 似 来 近似 表示 : 


St )=-- 十 DD {A COBK ot + Br Sinkoot) (a) 
k==] 
以 e. 来 表示 其 误差 平方 的 平均 倩 ， 则 如 起 (3.92) 所 示 ， 有 
,一 十 Ht £1)— S(t Jydt (b) 
现在 再 来 看 第 二 1 次 近似 ， 和 由 式 (3.9?) 有 
盾 中 圭 
Sl ft) 一 “+ S71 (Arcogkwt + Hr sinkoot) 
k=i 
=S(t)+A .cos( n+ 1 ot + Be Sn n+ 1 }oot 《2 ) 


了 6 - 


式 中 
At 这 人 KJoos(m 十 1)ootdt 
Bi 一 立 了 t ) sin(n + 1 )otdr 
这 时 误差 的 均 方 什 为 
st yd 
代入 式 (5c )， 得 
ent = 二 [Ci tj)—S(£)—Arcos( n+ 1 )ot— By sin(n 十 1)oofsdt 
展开 等 号 右边 的 被 积 项 
可 i rT Pp EF 
6 一 可 | ct) 一 Se(t ) ydt 
一 过 | E JAY cog( 交 十 1 ot + Boer sin(n + 1 Jot)at 
十 过 | ss t 并 和 icCosf nh 二 1 ott Brisin(tn + 1 oot)dt 
+ 到 | ,CA4-3icos( n+l)ottBi sin(n + 1 )o)dt 
首先 ， 由 式 (b )， 上 式 右边 第 一 项 为 
二 [S(t ) atse, 
让 式 (d)， 第 2 项 为 
到 [1 t 并 入 -9icos( 下 十 1 )aot 十 Bisin(n 十 1)ootdte — A ,— BT 
由 式 (3.95) 和 (3.96)， 第 3 项 为 
友人 ss t ATco8( Cn 十 上)oot 十 如 Sint nt i Yotjdt= 0 
由 式 {3.95)， 第 4 项 为 . 
去 | ,CA4gacost ni)ot+Bi,sin(nt+1 )ovrJsdt A 二 二 B37 
所 以 ， 结 果 得 


£1 一 人 一 人 —- Ee 
性 上 式 中 4 全 0，Bx9 芋 0。， 所 以 有 
局 1ESew 


《e) 


(3.99) 


出 此 可 知 ， 有 限定 里 亡 近 似 的 项 数 不 越 多 ， 误 付 算 小 ， 近 似 度 越 好 。 这 从 图 3.28 中 也 可 以 朋 
莫 地 看 出 来 。 但 从 式 ( 5) 也 可 以 看 三 ，8.7 是 个 正 量 的 积分 值 ， 所 以 不 可 能 是 负数 。 因 此 当 
式 (3.99) 中 RR 一 2 肘 "， 误 盖 z 收 款 于 0 。 换 名 话说 ， 给 定 后 回 为 工 的 非 谐 和 周期 国 数 所 宇 ) 


可 以 由 S-fr ) 来 精确 表示 。 
# 原文 误 汐 站 一 0 一 一 和 评注， 


[= -| 


Ht)— + DY (Ascoskoott Busin kont) (3, 100) 
下 二 上 
式 中 

2 17 ， 

AL, 一 | Ct )ooskotdt k=0, ls 2 
Tjo 
2 iT > 

Bi ) sin kotd K=O ls. 2 《3.101) 
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式 (3.100) 的 大 边 奈 为 函数 Lt ) 的 富里 亡 级 数 或 富里 启 展 开 。 自 式 (3.101) 确 定 的 系数 A,， 
B, 称 为 荡 数 1( 了 ) 的 富里 衣 系 数 。 前 面 所 齐 和 的 有 限 富 蛙 豪 近 似 是 将 富里 襄 级 贱 到 某 一 项 为 止 
截断 的 结果 ， 即 是 富里 哀 级 数 的 部 分 和 。 和 将 非 谐 和 周期 函数 所 + )} 兰 作 一 个 振动 量 时， 通过 
作 富 里 襄 展 开 就 可 把 它 完全 分 解 成 振幅 的 评 均 值 各 祷 和 晨 动 分 量 。 

在 式 (3.100) 中 ， 通 常 和 将 和 式 的 第 天 项， 即 

ALCOSKDr 十 五 Sin kot 

称 为 玉 险 谐 和 振动 分 县， 或 篇 称 为 玉 阶 分 量 。 有 时 也 称 为 乒 价 振 型 。 

kk 阶 分 量 的 赔 频 率 为 Koo 二 2xk/T(racys)， 频 率 为 kK@pg/2z 一 k/T(H,}， 周 期 为 T= Tj/k 
(5 )。 天 阶 分 量 常 常 写 成 

Acoskot + B: siNn kot= A cos(kot! + $) 
式 中 
Kv 十 再 i 由 一 arctaofg 一 Be/ Ai (3.102) 

这 村 ， 政 ,是 包 阶 分 量 的 振幅 ， 办 是 kk 阶 和 分量 的 初 相 位 。 另 外 ， 
式 (3,100) 中 的 第 一 项 A0/2 其 表示 函数 的 平均 值 的 常数 ， 严 格 
说 来 并 不 是 浅 和 振动 分 量 。 但 为 了 方便 起 见 ， 往 往 称 它 为 0 阶 
分 量 。 

将 图 3.27 中 的 非 诗 和 周期 函数 作 富 串 哀 展开 村， 其 0 阶 至 
3 阶 谐 和 报 动 分 最 如 图 3.29 所 示 。 将 这 些 分 其 从 0 阶 分 振 开 既 
逐个 选辑 起 来 的 结果 ， 就 是 图 3.28 中 的 有 限 富里 哀 近 似 。 从 至 
论 上 讲 ， 这 种 造 加 进行 到 一 所 阶 时 就 可 以 精确 地 重 现 图 3.27 


的 图 形 。 

式 (3.100) 并 不 总 是 成 立 的 ， 也 就 是 说 ， 纵 定 的 馈 数 并非 k=3 
总 是 可 以 作 富 里 襄 展 开 的 。 在 数学 上 ， 前 数 作 1 ) 必 脆 薄 是 基 二 
些 条 件 才能 作 窜 里 襄 展 开 。 即 前 数 f( + ) 必 顷 满 足 : 图 3.29 富里 京 展开 后 的 谐 


(i) 是 一 阶 有 界 函 数 ! 和 振动 分 量 
(ii) 分 段 连 续 。 妈 可 以 有 不 连续 点 ， 但 在 一 个 局 期 内 本 连续 点 的 数目 有 限 ， 且 在 不 连 
续 点 之 问 国 数 是 连续 的 
{iii) 在 一 个 局 期 内 只 有 有 限 个 极 大 值 和 极 小 值 。 
上 上 述 条 件 称 为 狄 里 锅 利 (Dirichtet) 条 件 。 
设 在 某 个 点 ft 从 大 王 的 一 他 向 它 逼 近 上 时 , 冰 数 的 极限 值 为 (t+ 十 0) ,从 小 乎 + 的 一 边 启 | 


4 和 


t 亲近 时 函数 扔 极 跟 值 为 KE 一 0)。 如 杂 函 数 在 1 点 连续 , 就 有 f(t 十 0)=j(t 一 0) 
一 J(t )， 如 果子 数 在 t 点 不 达 续 ， 就 有 f(t 十 0)zf{ t 一 0)。 根 据 上 面 的 条 件 (i)， 可 以 


有 有 限 个 不 连续 点 ， 悍 在 不 连续 点 上 富里 衰 级 数 收效 于 ft ) 一 (f(t 二 0)+1(# 一 0))。 
作为 一 例 ， 我 们 来 看 图 3.30( a ) 上 所 夯 的 三 角 波 函数 ， 即 


其 富里 误 展 开 式 为 


| kt 
也 下 中 之 gin | 


在 不 连续 点 上 的 慎 为 1( 0) 二 1 儿 T/2) 一 JT) 二 2a/2。 在 富里 襄 展 开 式 中 拉 % 一 6 为 止 的 部 分 
和 ， 则 所 得 结 瞄 如 图 3.30( b ) 所 示 。 可 以 看 出 ， 在 不 


连续 点 上 曲线 遂 过 不 连续 量 的 1/2 处 。 » | 
另外 要 注意， 在 图 3.30( b ) 中 不 连续 点 的 附近 ， 且 ! 
与 虚线 表示 的 给 定 明 数 的 辐 形 相 比 ， 曲 线 具 有 上 明显 的 [一 一 一 一 一 
过 神 个 向 。 在 图 3.30(¢ ) 中 所 示 的 矩形 波 情 况 下 ， 这 
种 现象 更 为 明显 。 图 上 的 上 矩形 波 由 下 忒 给 定 ， 
jt )={ Dt < 了 /2 ™ 人 的 
Qf2 T/2<t < 人 T 1, 
富里 衰 展 开 式 为 ; 
eo 亦 宫 ] 
f(t )= 元 之 天 nT (9 ce 他 | | 
| 
该 级 数 的 部 分 和 Soft ) 如 图 3.20{ d ) 所 示 ， 同 样 可 以 一 一 一 一 


看 到 在 不 连续 点 附近 有 过 冲 现象 ， 当 4 一 cc 时 ， 过 冲 
量 约 为 不 过 续 量 的 8.94 狗 。 这 种 对 不 连续 函数 作 富里 
哀 展开 时 所 产生 的 弹 常 现象 称 为 吉 伯 斯 (Gibbs) 讽 轩 
象 ， 在 不 连续 点 险 近 这 是 不 可 避免 的 。 

在 工程 意义 上 ， 狄 里 项 利 条 件 是 一 种 极 松 的 限 : 
制 。 只 要 是 研究 自然 现象 产生 的 输入 和 有 阻尼 系统 在 。 图 3.30 不 连 续 函 数 的 富里 训 展 开 
此 输入 下 的 反应 ， 就 不 会 学 这 种 条 件 的 约束 。 在 振动 开始 或 结束 点 上 偶而 出 观 不 连续 点 时 ， 
只 要 注意 到 上 述 的 吉 怕 斯 现象 等 情况 ， 在 实用 上 富里 嘉 展 开 就 儿 乎 不 存在 问题 。 1 

5.6.5 复 富里 实 级 数 

局 期 为 了 的 任意 非 谐 和 周期 函数 可 以 用 式 (3.100) 所 示 的 富里 哀 级 数 来 表 示 ， 富 里 亡 系 
数 则 由 式 (3.101) 确 定 。 

由 式 (2,25)，coskeot 和 sinkwot 可 以 用 复数 表 东 为 

Oe 

ee 
not edie 
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POSKDt = 


sinfkoot= 


代入 式 (3.100)， 同 时 在 常数 项 4o/2 上 加 上 0 阶 正 纺 系数 Be= 0 ， 则 成 


一 一 如 wat 一 站 如 本 和 站 
f(t )= a iB, + > (4 Cis kd, Bs 0 和 ) 
2 Kl 2 2 


ee 
A,—iB, by Ar—iBr ,so tiB: -=o ‘) 
一 一 了 十 2 + 2 


定义 新 的 复 系 数 和 
Co 4 二 地 | 
C= 《3。103》 
则 f(t ) 可 以 写成 如 下 简洁 形式 
ft)= 3 Coiroot! 
将 式 (3.101) 代 人 式 (3.103) 的 第 一 式 ， 则 得 - 
c= 去 | 1 t )(eoskaot- isinkoot)dt (a) 
根据 式 (2.24) 的 第 二 式 ， 上 让 可 以 写成 
Ce 一 二 | ff( t )e-itasedt (8 ) 


设 式 (aa 中 大 一 0 和 大 <0， 则 很 容易 证 明 可 以 得 出 式 13.103) 的 第 一 式 和 第 三 式 。 所 以 可 
以 知道 ， 式 (3,103) 定 义 的 复 系数 可 以 用 式 ( b ) 玉 统一 表示 。 
妊 上 所 述 ， 满 足 加 里 希 利 条 件 旦 周期 为 工 的 任意 非 谐 和 周期 函数 帮 (tt ) 可 坟 瑚 示 成 


H(t)= 2D Ce (3.104) 
二 
式 中 
ll T 一 工本 
c= 本 | ) “| (3.105) 
mo 2K/T 


式 (3.104) 儿 号 志 边 称 为 函数 1{ +t ) 的 复 官 里 京 级 数 ， 式 (3.105) 确 定 的 系数 则 称 为 函 数 f( ft ) 
的 复 富 里 误 系 数 。 从 式 (3.103) 可 以 明显 看 出 ， 富 里 误 系 数 4， 了 Bu 分别 为 


一 2 党 (Ca 加 
Baro)} k=0, i, 2 , ts,106) 
另外 ， 如 果 用 符号 未 表示 长 斩 复 数 ， 则 有 
CC {3.107) 


3.6.6 ”对 非洲 和 周期 激 振 的 反应 
将 式 (3.85) 写 成 
2h5s 直 x=f( +t) {3.108) 


和 


f(t) 为 谐 和 所 动 栓 入 ， 如 表示 为 1{ + ) 一 Cet*'， 则 式 (3.108) 成 4 十 2haz 十 x=Ce'*'。 在 
3.6.2 节 中 已 境 过 ， 由 此 式 求 出 的 输 三 ， 如 系统 的 位 稀有 反应， 为 


x{t y=H(ow Ce'"! (a) 
Ht( 6 ) 为 频率 响应 函数 ， 在 这 里 可 表示 为 
H{m)}) = Gi-piT (3.,109) 


当 记 求 舶 输出 为 系统 的 加 速度 、 速 庭 和 位 移 反 应 等 ， 输 入 7{ + ) 为 地 面 运 动 加 速 座 、 速 庭 , 位 
移 等 时 ， 对 应 各 种 不 同 的 组 合 ; 可 以 用 表 3.3 所 列 出 的 频率 响应 函数 。 

当 输 入 六 t ) 为 由 非 谐 和 周期 冰 数 表示 的 气动 时 ， 可 以 用 式 43.104) 的 复 富里 高级 数 将 其 
表示 成 谐 和 振动 分 量 之 和 


站) DPD) Cre'rtee! 


KE 


搓 动 方程 式 则 成 


地 
s+ 3 由 古永 十 机 2X 一 YY Creo! (3.110) 


攻 一 一 拓 
工 或 为 线性 微分 方 杖 式 ， 因 为 等 式 右 边 是 谐 和 据 动 的 线性 组 合 ， 所 以 ， 方 程式 的 解 是 对 右边 
各 项 { 即 各 谐 和 握 动 分 量 )? 求 得 的 如 式 ( & ) 形 式 的 解 的 线性 组 合 ， 即 


xtt)= D>, 再 (Kae)Ceeieee  “ (3.111) 
[ 
35.6.7 富里 朝 变 换 
根据 式 (3.104) 和 (3.105)， 图 3.261 ec ) 所 示 的 周期 为 的 非 谐 和 辕 期 函数 Nt } 可 以 用 
复 富里 训 级 数 表 示 戌 谐 和 报 动 分 明之 和 


(t= DD) Celtea! (ta) 


k= 


式 中 
“本 
Cri | f(s enna (hb) 


亚 
om- 和 (¢) 


同时 ， 在 3.6.1.6 节 中 已 经 说 过 ， 图 3,26( d ) 所 示 的 非 谈 和 非 周期 握 动 ， 即 只 在 有 限时 
向 段 内 发 生 而 不 能 重复 出 现 完 全 相同 状态 的 振动 现象 ， 可 由 非 计 和 周 需 振 动 的 周期 了 趋 于 
无 旁 大 而 得 到 。 因 此 ， 在 式 {( a ) 一 (e ) 中 取 了 一 ce 的 极限 ， 就 可 得 到 非 畜 和 非 周 期 振动 的 富 
里 误 展 开 式 。 

现在 设 式 (b ) 中 

Km = 全 {dd} 

区 作为 @ 的 藻 数 ， 可 设 
村 从 {ey) 


己 C* 是 只 对 天 为 整数 时 才 有 意义 的 离散 值 ，K& 阶 贺 频率 与 《k 十 1 ) 阶 贺 频 率 之 凑 为 4 一 
二 


全 一 


{ 克 于 1) 一 ko 一 oo， 由 起 1{e ) 可 写成 

4 一 四 一 27AT (3,.112} 
因此 ， 式 (e ) 可 表示 成 

Cm FP( 0) A 《3.113) 
求 工 一 co 有 村 的 极限 ， 由 式 (3.112) 有 aa 一 0 ， 将 式 (3.113) 和 式 (d) 代 人 式 (a )， 便 得 

f(t )=- 1 F(@)et!®'AD 

2 on ,之 。 

用 积分 表示 为 


H(t = a @ Jeiatdw 


同时 ， 式 (b) 可 写成 


SO 2 [T 一 
2 e-emdt 
外 0 Ton | i t ] 


由 式 ( 6) 可 知 ， 上 式 左 边 为 F(@)， 而 由 式 (5 ), 上 式 厂 边 的 T% 竺 于 2z7。 因 出 上 式 可 写成: 
Fo 一 六 ed 
总 结 以 上 所 述 ， 任 意 非 谐 和 的 非 周 期 落 数 I(t ) 可 以 表示 成 
f(t )= | Po)"do (3.114) 
式 中 
Plo)= | Je- "idt {3.115) 
这 里 是 以 图 3.28( d ) 所 示 的 非 周 期 函数 在 了 一 co 肝 的 情况 作为 研究 对 象 移 ， 所 以 t+ 三 0 时 
Ht 二 0， 即 1( + )》 是 因果 性 时 间 国 数 。 因 此 ， 式 (3.115) 写 成 下 式 时 积分 值 也 一 禅 
F(o) 一 | f(t Je-ierdt 
根据 $3.5.1 中 的 定义 ， 式 (3.115) 的 F(8) 是 以 e-'“' 为 核 的 函数 I( tf ) 的 积分 变换， 而 
式 (3.114) 为 其 道 变换 ， 我 们 称 F(@) 为 用 t ) 的 官 里 襄 变 换 ，1( +) 为 F(@) 的 富里 哀 着 变换 。 
同时， 称 具 有 这 种 关系 的 国 数 六 ) 和 F(wm) 互 为 定 里 衰变 换 对 ,可 用 符号 表示 成 F(@)= 
RUE) f(t )=BE1[PF(@6)) 或 
{tt Fim) {3.116) 
上 上 池 所 述 的 周期 函数 的 富里 哀 级 数 展 开 中 ， 富 里 嘉 系数 征 作为 离散 县 给 出 的 ， 用 整数 全 
kk 表示 频率 淮 数 ， 对 应 每 个 kk 值 给 出 一 个 官 里 启 系 数 。 而 非 周 斯 序数 的 富里 宫 变 换 相 当 于 将 


富里 诅 级 数 的 闻 河 无 限 缩小 变 为 积分 的 结果 ， 因 此 富里 衰变 换 是 对 频率 的 连续 车 。 
由 武 (3.115) 可 知 ， 一 般 情 况 下 富里 哀 变换 是 复 落 数 ， 可 以 写成 将 实 部 与 各 部 分 开 的 形 


式 
F(o0)= R[F(@))+is CF(0)) (3.117) 
所 以 ， 根据 式 (2,63) 和 式 (2,64)， 可 以 珍 示 成 
Flm)= PF(m)|eite) (3.118) 


9] 从 吕 三 


式 中 


|F(o)1=v CCF(0)]) +H(o CF I): (3.119) 
二 {PF(@)) 
$m)=arctan Re {3.120) 


运 (3.119) 的 1Pfo)1 称 为 富里 误 振 幅 ， 式 (3.120) 的 忆 (o) 则 称 为 富里 哀 宵 位 作 。 
如 果 用 频率 ?二 /2z 来 代 栓 圆 频 率 2， 则 富里 误 变 换 和 富里 详 首 变换 可 表 夫 成 
PO)— [f(t ed 
f= Foe ray | (3.121) 
1( 1 ) PY) J 
在 实用 上 往往 采用 这 种 形式 。 
5.6.8 高 里 哀 变换 的 性 质 
党 里 哀 蓝 变换 式 (3.114) 的 物理 王浆 可 以 理解 为 ， 非 谐 和 的 非 周期 振动 玉 t ) 可 以 用 所 有 
频 素 介 于 名 与 9 十 390 之 间 、 所 师 为 FC(o)cwm25 的 谐 和 据 动 分 量 的 先 吉 来 表 未 。 
将 富里 误 变 换 式 (3.115) 与 8 3.5.! 中 所 述 指 拉 普 拉 斯 变换 相 比 较 就 可 知道 ， 在 式 (3.43) 
中 设 腕 (PP)， 一 0 .8 PP)=o， 若 取 了 为 纯 虚 数 ， 则 立即 可 得 式 {3.115)。 也 就 古 说， 富里 京 
谈 换 只 是 拉 普 拉 斯 变换 的 一 种 特殊 情况 。 因 此 ， 关 于 拉 普 拉 斯 变换 的 下 列 特性 ， 对 富里 辟 变 
换 也 同样 成 立 。 即 当 设 ，b ，“ 为 常数 ， 且 有 
HFEF(O), (EP 0) 有 (2 


时 ， 恒 有 
(i) 线性 ci(f) 一 cPF(w) (3.122) 
让》 加 法 律 of t ) 十 bfz( #4 ) 一 2F(@) 十 Daka) {3.123) 


《ii 频 移 et) 一 F(G 二 Ga) 
(iv) 8 通 数 6 人 (1t) 一 1 


(Vv) 微分 “ -2 二 ioP(o) 一 1(0) 


-一 ozF(o) 一 iof 0 ) 一 六 (0) 


(vi 积分 “| .Ta -十 Fo) 


(vii) 福 积 (了) 一 Pm) :FPF,(m) 
此 务 ， 还 可 以 补充 一 些 富里 误 变 换 的 重 世 特性 : 
{viii) 实 函数 ”由 式 (2.24)， 式 (3.115) 的 富里 衰变 换 可 以 写成 下 式 ， 


F(o) 一 三 7 te- 人 = tf }(cosot—isin@i}dt 


所 以 ， 如 果 乒 二) 为 实 盖 数 ， 就 有 


R(tF(o))= | + Jcosotdt 
co (3.130) 
[了 (让 一 一 [A t }sinotdt 


* Bs 。 


报 明 显 , 实 部 多 [te)] 是 @ 的 个 苗 数 ， 庶 部 吨 [P(@)3 是 @ 的 奇 葬 数 。 即 
RIPF(—O))I= RP OY) FEF—0))=— FCP(m)) (3.131) 
由 此 可 知 ,F(@})= 人 RCF(@6)]TFi [RF(0)),F(—2)= RIF(—0)) +igLF( 0))= RCP(O)) 
一 ZCF(0)j。 凤 下 列 共 f 关 系 成 立 
Fi—@)=F"(®) {3.132) 
反之 ， 很 容易 证 明 当 (3,132) 式 成 立时 ，1( tt) 必 为 实 沙 攻 。 因 此 ， 直 (3.132) 是 H(t ) 为 实 防 
数 的 充分 必要 条 人 忻 。 
因为 本 书 中 形 示 所 研究 的 振动 量 的 时 间 阔 数 几 乎 均 为 实 呈 数 ， 所 以 ， 其 党 里 误 变 换 都 有 
起 (3.132) 的 关系 。 
式 (3.114) 可 以 写成 


Jo- 让 re 


1 
2i 
一 1 

人 并 


人 fmce(o))+EzCF(OJ]HeosotTisinofaa 
(名 [P(o)]cosat 一 二 CEF(o)]sing 壬 aa 


+ | HRCF(0) sno CEP(oJ]cosotyda 
1( + ) 为 实 函数 时 ， 等 号 右边 第 二 项 的 庆 部 为 ， 所 以 实 函 数 的 富里 误 赣 变换 可 表示 成 
江上 )=- {RF(0))oos0t— gCF(0))sinot}do 


但 由 于 世 + ) 为 实 池 数 时 起 (3.131) 成 立 ， 上 起 中 的 深 CFLO)IcoO8Ot 和 ,2 [FL@) sin wt 均 为 @ 的 
偶 荡 数 。 国 此 富里 衣 逆 变 鬼 可 以 天 示 成 


jt )= 去 | {meCF(o)]cosot 一 了 CEF(o)]sinotjaa (a ) 
或 者 。， 利用 起 (3.119) 和 (3 ,120)， 表 示 成 
开 )= 去 | IF(o) iceos[etTe(e)da (3.133) 


另外 ， 如 将 起 ( a ) 右 边 着 作 变 车 + 的 函数 ， 则 纪 CF(@)coswmt 为 柄 函数， [CF(@) jsinat 
为 奇 国 数 。 所 以 ， 当 实 图 数 所 上 ) 为 偶 函 数 或 奇 虹 数 时 ， 可 以 分 别 表示 成 


个 函数 ”f(t)= 汪 | RC (0) ycosotdo 
奇 国 数 1) 一 二 | 。CF(o)]sinotdo 
(ix) 因果 性 ”对 给 定 的 任意 函数 1{ + )， 可 以 将 其 分 解 成 偶 销 数 和 奇 函 数 ， 即 将 其 表 示 
成 偶 函 数 和 奇 阔 教 之 和 。 如 定义 印 数 放 sf + ) 和 joeal + ) 为 
了 站 y= OO+A t J+7(— t ) 
1(t)—1(—+) 
2 


{33.134) 


Cb) 
foaal t+ ) = 


很 明显 有 六 vt 一 t )=f rnt 1 }s foaal — t )=—jont t )， 1t t 一 六 of t 了 士 了 af 上 }。 
剖面 已 多 次 说 过 ， 当 了 时间 上 取 负 值 时 浮 数 值 为 9， 即 


有 


Nt) 一 0 t<6 te) 
这 捉 五 数 称 为 因果 性 时 间 函 数 。 当 上 本 正 值 叶 ， 由 式 (ec ) 
jt)=0 t>0 
所 以 ， 由 式 (b) 可 得 
HE)=2f vont t=2f00a( t) > 站 
同时 ， 由 式 (3.,134) 可 得 
fit )=E | RCP(o) cosotdo~ 一 这 人 2 [PtajJJsinatdo +t > 0 (3.135) 


上 式 表 示 ， 因果 性 时 间 函 数 可 以 单独 用 加 
其 富里 嘉 变 多 FIo) 的 实 部 这 [LP(®@)] 或 
肛 部 下 [Fo 表示 * 但 其 实 部 和 上 碟 部 不 
是 分 别 独 立 的 ， 它 们 必须 满 是 上 式 所 站 
未 的 蔷 率 。 
进一步 可 以 证 期, 这 洁 的 地 [F(t@m)]) 
和 ,ZL[F(@)] 构 成 式 (3.40) 所 示 的 希 尔 
怕 特 变换 对 。 在 振动 理论 中 经 常 要 研究 
因果 性 时 间 通 数 ， 担 在 实用 上 几乎 不 用 
报 心 式 (3.135) 的 关 夭 。 因 此 本 局 对 这 
个 问题 不 作 更 多 的 论述 。 
【例题 3.4】 对 图 3.31( a ) 所 示 由 一 
个 波长 的 正 续 小 组 成 的 因果 性 肝 间 函数 据 帘 里 阴 窑 换 。 
[ 解 】 图 示 陪 数 可 以 表示 成 


图 3.31 因果 性 函数 的 谐 和 振动 分 最 


0 {< 0 
Hz ions 0 KT, 
0 Tt 
因为 是 实 户 数 ， 由 式 (3。130} 可 得 


z(tFo)= | t Yoosatdt 
-of sin (2xt/To) copmtdt 


=3/ {sinC(2r/T0) Ho sint(25/To) —ot}dt 


一 一 全 COS[{ 2 下 AT TON 了 一 cost (27/T0) 一 盏 六 也 


{2z/T}+ 加 《2 年 A 工 站) 一 网 和 


rT (1 一 
一 (oT )’ 


coswT,)} 
同样 可 得 
ffPF(a)] 一 一 of sin (2xt/T,) sinotdt 
2X0T, . 
-TT 
» #85 “。 


进而 由 式 (3.119) 和 {3.120) 可 得 


IF(@) [= yr yr (I 000T0) Tn (To) = 2 - 时 ) 
$(o) 一 arctan TS- 一 arctanKcotfoTox2) 一 3 x 一 包工 站 


所 以 ， 由 式 (3.133)， 遍 畏 定 的 茹 数 成 
f(t )=#| Fo) eostor ts to) do 


= 二 | lr) lsinCol i —To/2) 79 


由 此 可 知 ， 此 瑟 数 可 分 解 成 据 幅 为 一 |1FC2)1A/7 的 诸 和 振动 分 量 ， 即 可 表示 成 这 些 谐 和 分 景 
的 积分 和 。 

图 3.31(b ) 面 出 了 谐 和 振动 分 量 中 对 应 圆 频 率 @ 二 zx/To，2x/To 和 各 37/Tl 的 分 景 。 应 该 往 
都 的 是 ， 图 (# ) 中 原 儿 数 六 让 是 因果 性 时 间 国 数 ， 上 过 0 时 为 0， 而 其 分 贷 财 为 在 一 ce 去 
ff 三 0 内 和 的 周期 基数 ， 和 如 图 ( b ) 所 未 。 也 就 是 说 ， 当 给 定 的 函数 放 t ) 在 t 三 0 上 肝 为 0 时 , 则 
由 谐 和 握 动 分 量 的 积分 和 在 t 达 0 范围 内 应 始终 为 0， 其 省 分 量 的 振幅 和 相位 可 由 此 来 确 
定 。 

3.6.9 ”富里 京 蛮 撞 的 图 未 法 一 膏 里 误 渤 

如 前 所 述 , 时 间 函 数 太 上 ) 的 富里 嘉 变 换 Ftw) 是 局 频率 的 复 轩 数 - 如 式 (3.117)、(3 .119) 
和 {3.120) 所 示 ， 若 将 Ff(#) 的 实 部 和 虚 部 分 开 , 责 示 成 F{@) 二: 深 CF(@)) 十 i [ED)]， 则 富里 
豪 振 幅 1i(wm) | 和 相位 角 #$( 加 )} 分 着 由 下 式 冶 出 


[LE(@)]) 
$(0) actan StFG)Y 


f + ) 为 实 和 函数 时 ， 纪 CF(0)] 和 ,CF(@)) 分 别 为 0 的 偶 洋 数 和 奇 函 数 。 所 以 ，1F(0) | 为 侦 函 
数 ， 而 %(@) 为 奇 函 数 。 

用 图 形 来 表示 复 函 数 F(@) 的 方法 ， 有 如 下 几 种 。 

了。 富里 训 谱 法 

窗 里 哀 振幅 IF (@) | 和 富 盟 启 相 位 角 $(%) 随 六 频率 m 变 化 的 图 形 分 别称 为 党 里 家 振幅 庶 
和 富里 误 相 位 谱 ， 总 称 为 富里 豪 庶 。--- 般 计 谓 谱 是 指 将 具有 复杂 组 成 的 量 分 解 成 单 纯 的 分 
量 ， 再 将 其 按 所 具有 的 某 个 特征 量 的 大 小 顺序 排列 起 来 。 在 这 里 就 是 将 给 定 的 任意 非 谐 和 时 
条 函数 分 解 成 各 谐 和 福 动 分 量 ， 再 按 各 谐 和 振动 分 量 的 阅 频率 大 小 画 出 各 分 明 的 振幅 和 相位 
角 。 存 实用 上 ， 记 研究 的 时 间 函 数 都 限于 实 函 数 。 如 上 记述， 这 时 1F(w)| 为 偶 医 数 , 而 4(@) 
为 奇 函 数 。 所 以 通常 都 省 略 @ 为 负 的 部 分 ， 而 只 画 出 0 的 正 轴 部 分 。 

根据 具体 情况 不 同 ， 还 可 将 横 霸 取 为 nm 的 对 数 ， 将 绑 畦 取 为 复 还 数 绝 对 值 IF(@) 1 的 对 数 
刻度 或 相位 角 上 (wm) 的 算术 刻度 。 这 种 图 称 为 波 特 图 。 

b。RI 诺 

用 来 表示 富里 哀 变换 的 实 部 守 LF(o)] 和 虚 部 5[(F)) 随 网 频率 o 变 化 的 图 , 称 为 RI 谱 ， 只 
然 这 并 厅 是 通常 所 使 用 的 名 称 。 我 们 已 经 知道 ， 哆 [FE(@)] 是 @ 的 候 男 数 ,z[F(a) 是 @ 的 奇 函 
数 ， 所 以 对 负 的 % 值 同样 不 画 。 
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如 。 相 平面 图 

也 可 用 实 轴 才 示 实 部 腕 fPF(@)] 的 值 ， 虚 砷 表示 虑 部 上 [P(@)] 的 值 ,将 范 数 Fo 表示 成 复 
平面 上 的 曲线 。 这 种 图 相当 于 图 2,12 表 示 一 般 复 数 时 的 阿 甘 特 图 ， 这 里 把 它 叫 敌 相 平面 图 。 
将 喔 [LF{@)] 和 zz[FP (wm))] 关 作 独 立 变 量 , 从 地 [P(@)) 和 zzLP(@)) 的 表示 起 中 消去 图 频 素 , 得 出 
方程 起 S(RCF(®)): ?CF(@)])= 0, 由 这 全 方程 式 所 确定 的 平面 曲线 就 是 相 平面 图 上 所 画 
出 的 曲线。 曲线 上 的 各 点 由 死 [F(@)] 十 izrFto)] 表 示 , 所 以 连结 厦 点 和 曲线 上 一 点 的 直线 是 
表示 复 国 数 Fa) 即 各 谐 和 振动 分 量 的 矢量 。 直 线 的 长 度 表 示 各 频率 分 显 的 振 幅 |1F(8)|， 直 
线 与 实 轴 所 成 的 夹 角 家 示 相 位 角 四 (w)。 相 平面 上 的 曲线 就 是 这 种 矢量 的 端点 斩 迹 。 相 平面 图 
上 通常 了 世面 出 负 @ 值 时 的 曲线 。 但 只 屋 考 虚 到 哆 [CF(@)] 是 @ 的 侦 孙 数 ,CF(@)D 是 @ 的 再 晃 数 ， 
就 可 知道 分 别 为 正 值 和 人 负 值 时 的 曲线 是 甘于 实 轴 对 称 的 曲线 。 

〖 例 十 $3.5】 图 3,32(a) 所 表示 的 因果 性 时 间 函 数 为 


1 )={ t < 


Ot 
用 图 表示 它 的 党 里 亡 变 换 。 
[ 解 】 根 据 式 (3。,115)， 给 定 的 函数 作 + ) 的 富里 衰变 换 为 
Tt 1 -etiam | 1 
Fo 一 全 。 +“ 必 dt—— sl ce 和 = 
所 以 


RLPIONI=( 1 Fo), [Ra 一 一 @A 1 te) 
IF(@o)|=1/Y 1 +o $0)=—arctano 
对 不 同 的 媚 画 出 | 开 (a)1 和 $(o)， 即 富 玛 误 振 幅 谱 和 富里 误 相 位 诺 ， 和 如 图 3.32( b ) 所 示 。 图 
3-.32{ 6 ) 为 RI 谱 , 即 史 CF(@)D 和 [CE(aD) 与 @ 的 关系 图 。 
从 上 面 表 示 弦 [F(@)) 和 #CF(@) 的 两 个 式 子 中 消去 @, 就 得 (BCP(0)))*(zCP(@)] ?= 
吏 [P(@)), 即 


(zcFto)) 一 本) +(zCP(0))):= 广 


这 就 是 确定 图 3.32( d ) 上 相 和 平面 图 曲线 的 方程 .很 明显 ,对 坐标 轴 殉 [CE(e)] 和 5F(oa)] 而 言 ， 
该 方程 式 表 示 贺 心 为 吏 CF(8)] 一 1/2， 半 径 为 1/2 的 贺 。 图 中 曲线 的 实 线 部 分 对 应 正 的 % 值 ， 
虚线 部 分 对 应 负 的 @ 值 。 

[例题 5.6】 役 图 3.31 所 表示 的 函 教 中 a 二 1.0，To 一 183， 试 用 图 3.32 的 方法 表示 其 富 
里 哀 变 换 。 

[ 解 〗 这 时 的 富里 哀 变换 已 在 例题 3 .4 中 求 出 ， 采 用 与 例题 3.5 相 同 的 图 示 方 法 ， 其 结果 
如 图 3.33 所 示 。 ， 

上 述 三 种 图 示 壮 中 ， 以 富里 误 谱 表示 歧 最 为 常用 。 但 实用 上 往往 将 被 轴 取 为 频率 ? 
(=-aA2r， 单 位 为 Hz)， 而 不 是 圆 频率 @{ 单 位 为 Tad/s)。 另 外 ， 有 时 也 将 横 轴 取 为 谐 和 振动 
分 量 的 周期 T{ 二 1/v， 单 位 为 s ) 的 对 数 坐 标 。 图 3.34 和 图 3.35 分 别 为 以 频率 和 周 期 为 槛 毕 
标的 埃 尔 森 特 罗 1940 地 震动 南北 分 量 的 富里 豪 振幅 诸 。 另 外 ， 作 为 参考 求 出 了 图 3.5( a ) 所 
示 加 速度 反应 时 程 的 富里 变 振 幅 谱 ， 结 果 和 如 图 3,36 所 示 。 

富里 误 谱 表征 给 定时 程 的 清和 振动 分 最 的 信息 ， 邵 所 谓 频率 特性 。 时 程 与 富里 误 谱 是 互 


7 


. (9) 原 函 数 


EE 
tc) RI 谐 


i 


| 


em 


LI 6 

对 率 iHr} 
图 3.34 埃 尔 森 必 区 1940 南 北 分 兵 地 霸 动 的 泛 4.35 疾 尔 森 特 罗 1940 南 北 分 量 地 
富里 京 振 驱 谨 (1 频率 表示 ) 震动 的 富里 豪 振 由 详 {3 周期 表示 )》 


相 用 富里 衰变 撞 和 窜 误 曲 逆 变换 的 关系 迷 结 起 来 的 。 给 定 了 时 程 ， 就 确定 了 富里 豪 谱 .反之 ， 
知道 了 富里 哀 谱 ， 就 可 以 完全 重 现时 程 。 即 酚 者 所 包含 的 信息 量 是 完全 相同 的 。 

但 实际 上 ， 在 时 程 所 包含 的 频率 特性 中 ， 对 振幅 特性 重视 的 倾向 比 相位 特性 强 ， 窜 里 训 
振幅 谱 用 得 很 多 ， 而 富里 让 相 位 谱 往往 很 少 用 。 产 生 这 种 倾向 的 需 因 是 ， 存 抗震 研究 上 ， 认 
为 省 个 分 量 波 的 振幅 大 小 比 其 相位 园 为 重要 。 但 是 ， 从 下 面 所 述 的 意义 来 看 ， 仪 仅 考 虚 富 里 
亡 振 旺 谱 所 提供 的 悄 息 是 不 充分 的 。 这 一 点 有 必要 加 以 福 意 。 

设 以 函数 FE ) 表 示 的 振动 的 持续 时 间 为 To。 风 因为 ?< 时 由) 一 0， 所 以 ， 富 里 误 
变换 也 可 表示 成 
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F(o) 一 全 f( 8 yesieidt 


(3.136) 


进一步 ， 如 设 积分 上 限 为 任意 时 间 t (三 To0}， 便 得 


Fl@, 1 )= [1 t )e-1=sdt 


(3.137) 


Fl(w， + ) 是 表示 f(t ) 在 t 一 0 一 二 时 间 段 内 的 频率 特性 的 请 ， 画 出 上 存 0 委 上 安 To 范 转 内 


依次 变化 时 的 谱 ， 就 可 得 到 频率 特性 随时 
河 的 变化 。 式 (3.137) 中 的 国 数 FI(o， 1 ) 
或 其 庶 图 称 为 随时 间 变 化 的 富里 衰 谱 ， 或 
简称 为 随时 间 变 化 的 谱 。 

图 3.37 是 1964 年 新 注 地 震 时 得 到 的 可 
速 府 记 录 。 在 大 约 1 二 10s 久 后， 由 于 地 
基 发 生 被 化， 振动 状态 大 大 改变 。 记 个 记 
录 随 时 间 变 化 的 谱 如 图 3.38 所 示 。 

5.6.10 对 非 谐 竹 非 国 期 汶 振 的 反应 

单质 点 阻尼 系统 受 蔚 意 输 人 天 上) 作 
用 时 的 运动 方程 如 式 (3.108) 所 孙 ， 可 表 
示 为 


由 十 2 下 再 冰 十 页 玉 一 大寺) 


200 


篇 重 刁 硝 到 5 


顺 率 (Hz) 


图 3.38 裔 速 度 反 应 时 程 的 富里 嘉 振幅 谱 
《3 .138) 


现 设 攻 二) 为 非 谐 和 非 周期 性 的 、 上 有 为 内 上 一 开始 作用 的 办 果 性 时 间 函 雪 ， 则 显然 到 =0 


时 启 为 止 系统 处 于 静止 状态 ， 所 以 系统 
反应 xf ) 的 初始 入 忻 为 x(0)== 0， 
(0)=0。 

对 式 (3,138) 作 窗 里 衰变 换 ， 便 得 


[ex t )e- dt 十 2 人 # )e-ieidt 
十 5 t Je-i*tdt 
-| tf )e-istd 


设 xt + ) 和 帮 t) 的 富里 京 变 换 分 别 为 
X{oA 和 FE(@), x(t )-~ x{m), ft+t) 
一 F(@)。 根 据 初 始 条 件 和 式 (3.127) 和 
式 (3.!26)， 有 史上 ) 一 一 0X IO 
ipX(w)， 所 以 ， 由 上 式 可 得 
—@X(0) ?ihswX(m) 
十 前 2 其 [多 =F(o) 
即 


X(o) = rnrtainae F(®) 


等 号 右边 的 复 函 数 1/(57 一 :十 2ihww) 


. ,时 大 加 惠 谋 1558cmy sa 


| Wy 出 一 


6 1 
导 间 1 53 


图 3.37 ”新 油 地 震 的 强 钥 记录 


2 3 
| 六 捧 ( 2) a 
图 3.38 随时 间 变 化 的 谱 


+ 4 


是 田 式 (2.96) 或 式 (3.73) 得 到 的 系统 的 频率 啊 应 函数 


1 
Bi ~ + ana ‘3,139) 


因此 ， 上 面 的 式 子 可 写成 
Xl)=H(ioYF(o) (3,.140) 
也 就 是 说 ， 系 统 反 应 的 富里 衰变 换 可 表示 成 输入 的 富里 启 变 换 与 频率 了 唤 应 国 数 之 积 。 对 式 
ts.1d40) 作 富里 哀 首 变换， 就 可 隶 出 反应 的 时 程 
x{ )= 直 |X(9)e'*'do= 二 所 ao)P(olje' da 


用 模式 来 弄 示 上 面 的 分 析 过 程 ， 如 图 


3.39{ aa ) 所 示 。 吝 蜂 哀 迎 灾 换 ， 富里 各 详 换 
其 次 ， 再 考虑 当 系 统 的 输出 为 已 。 “X19 有 一 

知 ， 即 反应 的 时 程 已 测定 的 情况 。 这 i py ， 

时 ， 与 上 述 师 序 相反 进行 ， 即 按 图 3.39 | < Ho) Flo)=X(w)/H( ew) 

(b ) 的 短 认 进行， 就 可 求 出 给 和 fC)。 jl 机 

即 , 先 求 出 x(t ) 的 富里 诅 逆 变换 X(@)， 寅 里 训 变换 窜 明 诺 首 变换 

由 式 (3.140) 有 已 (@) 一 天 (人 ao)， 全 四 


所 以 对 其 求 富里 哀 道 变换 即 可 得 到 输入 
(t+); 
1 


i Hi) 一 二 -| reo)e'do = | xX(o)/H(o) er "do 


在 $2.4,1 中 已 说 过 ， 受 谐 和 汶 振 时 系统 送 动 方程 式 的 通 解 由 余 函 数 和 特 解 组 成 ,也 就 巾 
说 ， 系 统 反 应 由 暂 态 振动 和 稳 赤 振动 组 成 ， 假 定 前 虱 很 快 就 赛 减 掉 ， 而 只 考 上 处 后 者 的 稳 志 探 
动 解 ， 就 可 得 出 $2.5.3 中 的 频率 响应 函数 。 另 外 ， 在 $3,5.3e 中 ， 用 拉 普 拉 斯 变 接 求 频率 
响应 函数 时 ， 也 只 考虑 稳 态 振动 面 忽略 暂 态 振动 部 分 。 这 样 可 见 ， 频 率 辆 应 基数 仅 与 稳 杞 振 
动 有 关 ， 而 与 由 初始 入 御 决 定 的 暂 坊 振动 无 关 。 

如 系统 反应 从 t = 0 时 刻 开始 ， 则 即使 初始 条 件 为 x( 0 ) 王 0， 0 ) 一 0， 系统 反应 中 
也 应 包含 暂 坊 振 动 。 然 而 ， 存 上 还 富里 误 变 换 解 法 中 ， 只 用 了 与 稳 坊 振动 有 关 的 频率 响应 耻 
数 ， 并 不 出 现 与 暂 态 振动 有 关 的 部 分 。 乍 一 看 来 ， 这 很 奇怪 。 但 只 娶 看 一 下 图 3.31 的 例子 就 
可 以 明和 卢 ， 妈 使 是 因果 性 函数 ， 作 富里 误 变 换 时 也 是 分 解 成 一 忆 夫 二 扫 co 范围 内 的 分 基 ， 只 
要 考虑 到 这 些 谐 和 振动 分 量 并 无 特定 的 开始 时 刻 ， 就 很 容易 理解 上 述 情况 并 设 有 什么 不 合理 
之 处 。 也 就 是 说 ， 暂 态 振 动 也 可 表示 成 频率 各 让 相同 的 无 限 多 稳 态 振动 之 和 。 

5.6.11 频率 博 应 函数 与 脉冲 反应 函数 的 甘 系 

在 3.1 节 中 ， 将 脉冲 反应 函数 5( + ) 定 义 为 表示 系统 对 单位 脉冲 的 反 应 的 因果 性 时 间 医 
数 ， 在 这 里 则 以 Rh{ + ) 来 表示 。 存 3.2 节 中 ， 反 应 x( + ) 被 表示 为 输入 1(t ) 与 脉冲 反 应 函数 
h(t ) 之 甸 积 ， 印 


图 3.39 疾 案 分 本 过 程 


xf ) 一 六 T)h(t 一 r)dr (3.141) 


或 记 成 
xf TtT =1(t jah(tt) (3.142) 


4 0 


脉 训 反 应 函数 是 更 一 般 地 将 式 (3,141) 和 看 作为 甘于 h(t ) 的 积分 方程 式 的 解 ， 即 是 由 反 裙 积 
下 (一 3) 天) 定义 的 。 另 外 ， 存 3.5.3d 节 中 ， 以 上 转 数 表示 单位 脉冲 的 冲击 万 ， 山 
对 系统 运动 方程 式 求 拉 普 拉 斯 变换 来 确定 脉冲 反应 车 数 。 

设 输入 f(t ) 和 反应 x( tt ) 的 富里 哀 变换 分 别 为 F{@) 和 Xe9)， 对 式 (3.141) 的 两 边 作 富里 
变换 ， 就 得 


x(o)= [rn ftf—Tt )dr|*-， “dt= rol x tT)e- ie'dt | 
作 变 县 变换 上 一 7 二 ft'， 风 得 
x(@)=| fre edr. [rr Je-ier' dtr 
本 
Xm)=F(0) 六 (tye-l2cdt 
将 上 式 与 式 (3， 140) 作 比较， 便 有 
[al t )e-isidt 一 再 fo) 


让 此 可 见 ， 脉 冲 反 应 函数 与 频率 顺应 函 教 构成 富里 误 变 换 对 关系 ， 即 
hiit)— H(to) {3.143) 
这 个 关系 已 经 可 由 式 (3.67) 关 于 褐 积 的 拉 普 拉 斯 变换 靶 则 ， 以 及 由 此 而 得 出 的 式 (3.129) 来 
求 得 。 实 际 上 ， 如 果 对 式 (3.5]) 所 示 的 脉冲 及 应 函数 "“， 媳 
het )— sinv 1 —hiat 0 < 
h{ tt)=0 to 
作 富 里 衰变 换 ， 则 由 简单 的 分 部 积分 可 得 ; 


| rion sin v | —niatdi= 1 


TE B02ihio 
这 就 得 到 了 式 (2.96) 所 示 的 频率 蝎 应 苹 数 。 

这 种 富里 京 变换 关系 不 仅 在 式 (3.5) 与 式 (2， 6) 之 间 成 立 ， 而 且 在 分 别 与 其 对 应 的 脉冲 
有 反应 销 数 与 频率 响应 尔 数 之 间 也 都 成 立 。 例 如 ， 式 (3.24) 中 的 第 $5 式 为 维 定 地 而 运动 加 速度 
了 时 绝对 加 速 庶 反 应 的 脉冲 反应 函数 ， 如 对 其 求 富 里 误 变 换 ， 则 很 容易 证 明 可 以 得 到 式 
{2.108) 所 示 的 绝对 加 速度 /地 面 运 动 如 速度 的 频率 谢 应 图 数 。 现 设 系统 的 了 一 0.3s, h 一 0.05， 
齐 这 两 个 函数 的 图 形 如 图 3.40 所 示 。 

如 果 给 定 了 输入 并 + )， 则 由 式 (3.142) 可 知 ; , 反应 x(t ) 便 可 由 f( ti) 与 脉 圳 反应 函数 
R(t) 之 袜 积 确定 。 如 果 已 知 系统 的 反应 ， 则 输入 可 由 如 下 有 反 裙 积 求 出 

Tt)=x(t) h(t) {3.144) 

图 3.41 是 这 种 时 程 分 析 的 硕 序 与 式 (3.143) 所 示 窗 里 衰变 换 关系 的 图 式 表 示 。 

将 图 3.41 与 表示 频率 分 析 顺 序 的 图 3.38 合 起 来 ， 就 得 到 图 3.42 所 示 的 反应 分 析 的 体系 
图 。 但 图 上 分 别 用 g(t ) 和 (0@) 来 表示 反应 x( t+ ) 及 其 富里 哀 变 换 X(@)。 磊 半 部 的 虚 线 内 是 
时 城 ， 在 时 域内 进行 的 分 析 是 时 程 分 析 。 石 半 部 的 喉 线 内 是 频 域 ， 在 频 域内 进行 的 分 析 是 频 
。 提 演 章 ， 这 里 的 函数 名 Ht ;与 阻 忆 比 有 相同 ， 不 要 泥 漠 ， 另 外 ， 该 式 中 质量 已 袍 为 单位 质量 ， 即 一 1 ， 


* 全 1 


加 


0 § 
| 
一 区 -+ 上 
必 2 3 .， 年 必 2 马 
: 时 间 ! 5) 颜 束 1Hz) 
(时 {b} 


图 3.40 (a) 脉 神 反应 函数 与 (b ) 频 率 响应 函数 
率 分 析 。 诉 且 ， 这 两 个 领 城 重 谢 由 富 曲 共 变 换 和 富里 启 逆 变换 的 关系 连结 起 来 ， 如 图 所 示 。 
这 里 对 输入 与 所 应 的 关 深 引入 了 图 3.42 记 了 泪 的 体系 图 。 但 是 ， 这 个 图 所 污 述 的 概念 可 以 
进一步 推广 ， 它 对 局 于 系统 的 两 个 完全 和 企 意 后 振动 量 之 间 也 成 立 。 


2 
2 {1} #0) 上 时 域 1 盐城 } 
-3 | 呈 | sh | Ga | 
搞 杭 ,-。 富 划 并 突 热 ” 芭 得 积 富里 京 蛮 后 | 1 11 | 
Sa A BE) aM EC yy 1 | |， . ! 
| | yt) EA Bf ， | i Slo =Fla)Hiw)| 
1 or | Sa i 
了 £3 ! 坊 们 3 1 ! ! 下 (est 上 (el 
四 | } 1! | 
包 | 大 全 | Ftiw} | 
， L_--------…----- i P| 

图 3.4i 时 程 分 析 的 而 序 贸 3.42 上 应 分 析 的 体系 图 


3.6.12 对 地 面 运 动 郊 反 应 
设 地 国运 动 位 移 为 Y(t )， 列 地 面 运 动 的 速度 和 加 速 府 分 别 由 3(f )，# (ft ) 给 出 。 现 再 
设 y(+ ) 的 富里 襄 变 措 为 Y(8)， 同 时 ,把 y{ 1 ) 和 四 (5) 的 党 里 哀 变换 分 别 记 为 立 (四 ), 芋 (2)， 
出 有 
32) 一 了 fo) 
y(t )— Yo) 
¥§ {tt }—Y(D) 
如 果 地 面 运动 从 静 正 快 杰 开始 ， 则 出 式 (3.126) 和 式 (3.127)， 有 
m=in? (0) 
in)=—oY (0@) } 
地 面 运动 加 速度 (1 ) 给 定 了 时， 系统 的 运动 方程 式 邵 式 {2.100) 所 示 ， 即 
本 十 2h@ 十 二 一 站 (t) 
这 也 就 是 在 式 (3,138) 中 取 f( +) 二 一 颖 (ft ) 的 情况 。 因 此 ， 册 式 人 (3.140) 和 式 {a)， 位 移 反 
应 的 富 理 嘉 变 摘 可 由 下 列 式 子 中 的 任意 一 个 春 了 起 


2 


【一 吾 (@)]Y(o) 
xft Ce Y (om) (Cb) 
[or*H(@) IY (©®) 
式 中 HB (ea) 为 式 (3.139) 所 示 频 率 啊 应 项 数 


1 
H{(w)= wt—w: 2ihdo 


速度 反应 #( t ) 和 加 速度 反应 #8( + ) 的 富里 哀 变 换 分 别 记 为 总 (oj， 评 (ee)， 设 反应 的 初始 值 
为 x%(0) 一 0，2(00) 一 0， 则 由 式 (3.126) 和 (3.127)， 有 
[—ieH (0))Y (0%) 
z( + re Y (6) (c) 
(insH(0))Y (0) 
Co:H(@))Y (0) 
2( + ee (0) (a) 
[一 oa (0))Y (0) 
套 早 式 ( a ) 就 可 知道 ， 绝 对 加 速度 反应 可 以 表示 成 
| 1 YF (wm) 
4(t)+d (tt) 0) Po) = (io{oHtm)}+ 1}1)Y(0) (e) 
(Cor{0:H(0) + 1})Y(0) 
更 一 般 地 如 果 设 地 面 运动 的 富里 豆 变换 为 F(2)， 反 应 的 富里 衰变 换 为 G6(%)， 式 ( b)、(c)、 
《e ) 的 ( ”J 内 记 为 六 (oe)， 则 上 面 的 式 子 完全 可 以 用 如 下 形式 表示 
Gm)= Fm Po) (3.145) 
面 辣 {@) 分 别 与 家 3 .3 中 所 列 出 的 频率 响 B00 gt) 600 
应 函数 相等 。 当 给 定 任意 的 地 面 运动 ii | 
时 ， 先 计算 其 富里 哀 变换 Et@) ,再 分 别 0 tale —— 300 
凡 相 应 的 址 (@) 求 积 G(@)， 然 后 求 其 富 | 让 
星 哀 逆 变 换 ， 就 可 求 得 任意 蓝 反 应 。 
下 面 举 个 例子 ， 设 输入 为 埃 尔 森 特 
罗 1940 南 北 地 震动 分 量 的 加 速 诬 时 程 ， 
求 系统 的 绝对 加 速度 及 应 。 如 设 系统 的 
固有 周期 为 T= 二 0.3s， 阻 尼 常 数 为 二 
9.05， 综合 前 面 的 图 3.4、 图 3,.34、 疼 
3.40( a)， 疼 3,40(b),， 图 3.5(a) 和 
图 3.36， 画 出 图 3.42 体 系 图 的 图 形 ， 则 
如 图 3.43 所 示 。 但 为 了 方便 起 见 ， 在 图 
中 对 复 函 数 只 在 频 域 中 画 出 了 振幅 谱 ， _ i 
末 曾 相位 庶 。 - .~ 
另外 ， 当 输入 地 面 运 动 给 定 为 加 速 。。 一 一 和 生计 
度 时 , 脉 神 反应 函数 由 式 (3.24) 表 示 ; 当 。 “一 NR 让， 


人) 


1 


- 是 向 
” 颇 率 (Ra 
输入 给 定 为 速度 或 位 移 时 ， 就 难以 在 时 图 3.43 ”反应 分 析 件 系 图 实例 


域内 直接 求解 脉 训 反 应 函数 。 但 是 ， 必 要 时 可 以 对 表 3.3 的 第 ?2 行 和 第 3 行 所 示 的 频 澡 响应 
国 数 作 富里 误 首 变换， 间接 地 求 出 此 时 的 脉冲 民 应 困 数 。 
5.6.13 富里 训 谱 与 入 应 谱 的 关系 
本 节 要 论述 富里 衰 庶 与 反应 谱 的 关系 。 骨 式 (3.136)， 持 续 肘 间 为 了 的 地 面 车 动 加 速度 
#(t) 的 富里 识 变 换 可 表示 成 
Fo)=|" # (Ct )e-ierdt (a) 
其 富里 哀 振幅 请 为 
ieee) = {fo gC eiat (3.146) 
另 一 方面 ， 无 阻 必 的 单质 点 系统 受 地 面 运动 加 速度 外 (1t ) 作 放 时 ， 其 速度 反应 就 是 式 (3。20) 
中 下 阻尼 常数 == 0 和 5 一 再 时 的 结果 。 在 这 里 只 是 把 系统 的 妹 有 贺 频 些 也 作为 一 个 变 景 ， 
写成 6 以 代替 吾 。 同 时， 因为 振幅 的 正 久 并 不 太 恒 要 ， 所 以 ， 如 果 去 挥 负 号 ， 就 得 
£( + ) 一 | # (Tcosw{ tO— Tt}dr 


上 式 也 可 写成 
i(t )~= |e" 二 # (eraz| (by) 
如 式 (3,137) 所 示 ， 上 式 中 的 积 分 是 地 面 运动 如 速度 # (+ ) 随 时间 变化 的 富里 衰 庶 ， 邵 
Fw， 1) = 六 上 (Eeed {3.147) 


贿 招 式 (3,118)， 以 振幅 和 相位 角 来 表示 
Fla, 1)=IF(@, 1) eo? 
式 中 
CF(wm, £}] 
LF(o ,+t )) 
代 大 式 ( b }， 便 得 元 阻尼 单质 点 系统 的 速度 反应 与 地 面 运 动 加 速 庶 随 时 间 变 化 的 富里 宫 庶 之 
间 的 关系 式 为 


而 [加 + 一 4FCTtBTn 二 


2 t)=1F(w, tt)| cosfo@rf 十 由 (村 )] (3.148) 
由 式 (3.1483) 可 得 速度 反应 谱 为 
Sr{0, w= | mx = | FO, 1 )| eostot+d( i, tt )l|nr 
上 式 与 式 (3.146) 志 未 地面 运动 加速度 的 富里 衰 谱 |F(w)1 熟 天 训 小 不 能 一 概 而 论 。 但 是 ， 旭 
图 3 .44 埃 杀 素 特 罗 1940 南 北 分 量 和 塔 夫 特 1952 东 西 分 县 地 震动 等 例子 所 表明 的 那样 ， 对 实际 
地 震动 两 者 是 近 傣 一 致 的 ， 一 般 情 况 下 富里 京 庶 略 为 小 一 些 。 实 用 中 综 党 利用 这 种 近似 关 
系 。 例 如 ， 在 按 预 党 绍 定 的 反应 详 人 工 合成 模拟 地 震动 上 时， 常常 利用 这 种 关系 。 
式 (3.147) 和 随时 间 变 化 的 谱 在 1 ==To 时 与 式 ( a ) 所 表示 的 党 里 启 谱 一 致 ， 弛 Fl@，10) 一 
F(%)， 其 后 当 T。<& tt 时 仍 保 持 此 什 。 寺 此， 式 (3.148) 恋 成 
tt = IP(lo) costomti+$(m)) Tt (ce) 
表示 一 种 简 谐 振动 。 
当 亏 震动 结束 后 ,系统 仍 继 续 振 动 。 这 种 二 和 震动 结束 后 残留 的 振动 称 汶 残留 梳 动 ,残留 据 


和 


动 的 反应 漳 称 为 残留 错 。 地 震动 结束 后 ， 地 山 自 然 就 未 再 受到 外 部 于 找 ， 所 雇 残 留 振动 是 自 
由 振动 ， 式 (¢ ) 恒 表示 这 填 自 由 振动 的 速度 时 程 。 
由 式 (e )， 残 留 振动 的 速度 反应 谱 为 
SO0，)agN 一 13(f)|wx 一 |P(o)I| Tt 
也 识 是 说 ， 无 阻尼 单 自 由 度 系 统 对 
地 面 运 动 加 速度 的 残留 速度 谱 与 好 
面 运动 加 速度 的 富里 误 振幅 谱 相 
等 。 
5.6.14 ”离散 定时 记分 析 
前 面 都 是 将 时 程 作为 时 间 t 供 
连续 函数 I(t) 处理 的 ， 因 此 其 富 
里 误 变 换 E(o) 也 是 凋 频 率 和 的 连续 
孙 数 。 但 在 动力 分 析 中 ， 实 际 上 时 
程 通常 是 以 每 隔 一 定时 间 疗 隔 的 慑 a . 
值 ， 即 作为 离散 慎 给 出 的 。 这 种 每 一 
隔 一 定时 间 阐 阳 读 取 连 续 量 ， 并 以 四 
离散 县 的 数列 来 表示 原来 连续 量 的 
方法 ， 道 常 称 为 数字 化 。 
图 3.45 表 示 每 隔 时 间 间 颗 At 渤 
取 连 续 量 时 程 1( + )， 关 将 它 用 NN 
个 离散 什 xn(m==0,1，2'…N 一 
1 ) 来 表示 ; 就 有 
xn 有 MA) (ta) 
测 这 全 上 时 程 的 持续 时 间 为 
T=NAt {b) 
这 种 离散 值 x" 称 为 原 连 续 基 1( +) 
药 样 本 值 ， 或 简称 为 原 连 续 攻 的 数 
据 。 
a。 有限 富里 京 近 似 
型 变数 据 个 数 为 个 数 ， 与 式 
(3.97) 相 同 X。m 比 好 下 有 限 三 角 销 数 


一 


表示 : 


缺 尔 碎 特 罗 1940.5.18 NS 


二 


还 度 反应 导 富 时 喜 放 (emysy 
> 


”对 诺 反应 导 袖 遇 诺 注 [cm/s 


Nia-l ,. 
sa 一 -二 >, (Ascos 2 


Ki 


+Bisin 


Tr 


ak ) 


人 wa 2 VANPE 
十 了 COs Ny 


m= 0 1 aN—1 (3,149) 图 3.45 时 间 过 程 的 数字 化 
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式 中 有 总 共 N 个 常数 : 
太太 “| 


召 :， B2'*Byy-, 
男 为 已 给 定 玉 个 xx 人情 ， 所 以 这 些 常数 全 部 可 以 确定 。 与 式 (3.98) 相 对 应 ， 有 
了 一 : ， 
4 一 全 >) sn C08 2 二 DD, i, RN/2—~1s N/? 
eo {3.150) 
B= 5S x sin -2 k=1l, 2.-N/2— 1 
n= 0 
在 推导 式 (3.150}) 有 时 ， 可 以 利用 如 下 关系 式 : 
3 cog xk oog 2 -| k=i 
如 二 0 N N 0 ki 
N—1 N/2 k=1 
, PEKIn , 了 TI 
AT 一 一 一 一 AT 一 一 一 一 一 (51 
这 太 | xk! ( ) 
D3 cos 2 Em sin _ 2xlm 0 
Ht= 0 N N 
式 {3,151) 与 式 (3.95) 相 对 应 ， 当 和 7 均 为 整数 离散 值 时 上 式 成 立 ， 这 一 性 质 称 为 三 角 画 
数 的 选 点 正 变性 。 
在 式 {3.150) 中 设 大 一 0， 则 成 
六 1 D3 
0 一 上 X 
2 N= 4 


由 此 可 知 ， 式 (3.149) 的 第 一 项 表示 全 部 数据 的 平均 值 。 
如 图 3.45 所 示 ， +t 一 由 At， 所 以 型 一 At， 代 人 式 (3。149)， 得 时间 轴 数 
WA ! 2 
F(t)= + 己 ( 4vcas 和 十 Busin -Rr ) + 000 TEL (3.152) 
很 明显 ， 这 个 函数 通过 所 有 有 的 离散 倩 点 ， 即 图 3.45 中 符号 “。 ”表示 的 点 ,并 如 式 (a 所 示 ， 
在 这 些 点 上 ， 该 图 数 与 原 晃 数 所 上 ) 一 至 但是， 在 这 些 点 之 间 是 否 与 原 防 数 相 辣 十 不 能 保证 
和 的。 在 这 一 寓 义 上 ， 式 (3,152) 是 一 种 近似 卫 数 ， 称 为 原 芋 数 I{ 7 ) 的 有 限定 里 衰 近 人 羽 。 男 外 ， 
与 式 (3,98) 的 情 滴 相同 ， 式 (3.150) 中 的 态 ,， 了 称 为 有 限 窗 里 误 系 数 。 
b。 捧 动 分 本 
设 式 (3,152) 中 @ ,二 2xK/(NAt)， 则 


N/2— 1 
FF) = 合 + DP) (Acogmt+i Bsinot) 十 ons (Ce) 
| 
再 设 
VD/27 一 KANAH) 《3。153) 
删 可 进一步 表示 成 . 
再/ 一 | 
F(t) = 人 -十 > (ACOS2ATVt + Bain2ryt) + cog2xvent (3.154) 
基 


和 人 


如 前 面 所 述 ， 式 (e ) 或 式 (3.154) 的 右边 第 一 项 汶 全 部 数据 的 平均 值 ， 表 示 图 3.45 中 整个 波 
形 对 时 间 畏 的 篇 移 ， 而 不 基 振 动 分 量 。 因 此 可 以 知道 ， 如 果 去 掉 这 -项 , 式 { ec ) 或 式 {(3。154) 
就 表示 将 给 定 的 时 程 曲 线 分 解 为 有 限 个 (N/2 个 ) 详 和 振动 分 其， 即 A,cosmst-+Bsin@st 或 
CO82xYt 十 Br Sin2Xyst。 与 33.6.4 中 所 述 的 富里 嘉 级 数 的 情况 相同 ， 这 些 谐 和 振动 分 量 
称 为 下 和 阶 谐 和 振动 分 量 ， 或 简称 为 天 阶 分 量 、 阶 振 型 等 。 由 式 (3.153) 可 知 ，Y 之 和 之 呈 之 
?xn 一 入 频率 


VI=1/ANAt) (3.155) 
符 称 为 基本 频率 。 另 外 ，VYz? 4 一 坑 一 1/(NAt)， 所 以 各 阶 频率 为 等 盖 离 散 值 ,其 增 县 与 基本 频 
举 相 等 。 
Kk 阶 造 和 气动 分 其 的 周期 为 
Toi/p( 5s) (3.156) 


因此 ， 由 式 {3.155)， 一 阶 振 型 的 周期 为 了. 一 1 一 NM。 由 式 ( bh) 可 知 这 与 时 程 曲线 的 
持续 时 间 丰 等 。 间 时， 这 与 前 面 图 3.29 中 大 一 1 的 情况 相 癌 。 
由 式 (3.153)， 与 k& 二 N/2 相 对 应 的 最 商 阶 频率 ?sj 为 

Pxna™= 1/(2At) (3.157) 
对 应 的 周期 为 Tyn 一 1/vwp 一 24t， 惹 相当 千 时 间 辣 隐 21 前 两 倍 。 式 (3,.154) 中 不 包含 比 这 个 
据 动 分 姑 更 高 阶 的 分 基 。 所 以 ，twn 是 可 以 从 原 叶 程 曲线 上 粒 测 到 的 所 洛 频 率 成 分 的 极限 , 即 
分 辨认 。 在 图 3.45 中 ， 如 果 不 将 时 间 间 取 嫩 进 一 砂 取 小 ， 就 不 可 能 检测 出 图 中 各部 分 所 示 的 
高 频 分 量 。 这 种 极限 频率 vxjs 称 为 东 夺 斯 特 频 素 。 


在 式 (3,154) 中 设 
和 一 4 十 下， 由 一 arctanf 一 了 /AD) (a) 
即 
A =X oNd, 
Bi — Xsing: | (2) 
则 可 表示 
x 和 一 XX, 
F(z ) = 于 之 ， COS 2 万 Ji 于 出 + O08 2 Va at {3.158) 


所 以， 站 :和 i 外 一] ， 2 和 12) 分 别 表示 阶 谐 和 振动 分 最 鸣 控 咎 和 初 相 位 。 这 与 式 
《3.102) 所 述 的 情况 相同 。 
3。 有限 复 雷 里 豪 级 散 
由 式 (2.25)， 有 有 


"orkm ol [etreminy 二 eic2eemx)y) 
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N 


nl 
27KE _ 一 Celt2r tm 一 已 -Sm 下 


N 
由 式 (2,24) 甬 第 一 式 可 知 ，e™ 1， 所 eT! me ten) el 
因此 上 式 可 以 写成 


sin 


QT ee 


和 一 二 [ee my eld my) 
sin 2 = iolm eta tr mn) 


代 人 式 {3.149)， 时 间 ， 由 式 (3.150) 的 第 2 式 可 知 , Bo 一 Brn 一 0 ;把 它们 出 加 进 式 (3,149)， 
便 得 


, Nj/2— 1 
Xa = 站 ,一 i8， 才 S57 | A eit2= tm 十 er 
2 大 二 1 2 


iB, i iB, 
一 = -一 一 -已 
2 + 2 


etre | 
Ans 1 2 mf iBum CN mf 
十 ee FHL me ] 一 it 站 和 | 
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MN/2— ! _ 。 
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十 wzz 一 ji 再 wpa Craw twyay mm) 
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国 此 ， 现 在 如 果 与 式 43.103) 的 情况 相同 ， 定 多 如 下 有 限 揽 富里 哀 系数 ， 


Cr 0 < kN/2 
, 《3.159) 
Cr 1 <k EN/2— 1 
则 式 (3.149) 可 用 如 下 有 限 复 富里 哀 级 数 珍 示 ， 
N~-! 
Na 一 全 Coclcrini m=0, 1 2"N”—1l (3.160) 
EE= 0 


男 外 ， 特 式 (3,150) 代 入 式 (3.159)， 则 得 


C= Do (con isin BE) ohEN/s 
No 
到 一 ! 
。 Kk 
on) 
m= 0 
N- | 
一 上 xo| 008 EN 一 isin NE] 
N N N 
二 0 
LESEN/2— 1- , 
N—1 
1 xkm ,orkm 
二 一 一 如 -一 一 一 一 -一 二 1 四 mm 
2 (coe igin 于 KkK=0 1，2 必 站 一 上 


由 式 (2.24) 的 第 2 式 ， 上 式 可 写成 
和 


N—1 
Ce 站 一 总 ， ll 2 NO— 1 (3.161) 


二 全 
式 (3.18;} 和 式 (3.160) 分 别 与 时 程 曲线 为 时 间 的 连续 函数 时 的 式 (3.115) 和 式 (3.114) 模 对 
应 ， 并 分 别称 为 离 区 富里 衰变 换 和 离散 富里 启 逆 变换 。 

在 一 般 铺 况 下 ， 离 散 数 据 X。(m 二 0，1，2 …N 一 1) 给 定 为 实数 值 。 所 以 ， 由 式 
{3.150) 订 知 ， 有 限 富里 袁 系 数 4,，B* 也 是 实数 。 根 据 式 (3.159) 的 第 一 式 ， 有 限 复 富里 误 
系数 之 间 有 如 下 关系 : 

太一 2 这 (CC,) 

Bi——27(C:) } 
辣 时 ， 由 式 (3.159) 舱 两 个 式 子 ， 有 如 下 共 弦 关系 ;: 

Cy_s—C: k=0, 1;, 2:“N/2— 1 (3.163) 
反 过 来 说 ， 有 限 复 富里 豪 系数 之 间 存 在 这 种 共 示 关系 上 且 Co，Cs :为 实数 ， 是 按 式 (3.160) 作 富 
里 哀 赣 变换 得 出 实数 列 xe 的 充分 必要 条 件 。 

式 ({3 .163) 还 可 写成 |Cwr ij 一 1 。 所 以 ， 如 图 3.46 所 示 ， 数 融 Ce( 天 一 0 1 一 二 
的 绝对 檀 对 称 于 点 天 王 N7/2， 即 如 果 在 这 个 点 上 折 选 ， 由 左右 两 边 重 侣 。 在 这 一 意义 上 ， 称 
一 N/2 的 点 为 折 选 点 ， 对 应 于 一 N/2 的 频率 ww 一 17(24t) 为 折 选 频率 。 根 据 式 (3.157) 折 
进 频 率 与 灰 奉 斯 特 频 率 是 相同 的 。 另 外 ， 如 果 在 考虑 频率 的 负 轴 时 画 出 式 (3.103) 的 关系 , 则 
如 图 中 虚线 所 示 。 也 就 是 说 ，k 一 0 也 是 折 选 点 ， 可 见 对 应 于 X 二 一 LN/2) 十 1… 一 1 的 系 
数值 ， 与 正 轴 上 的 点 万 二 (N/2) 十 1… 一 1 上 的 系数 值 完 全 相同 。 


k=0, 1 2'N/2 (3.162) 


图 3.46 复 窗 里 误 系 数 的 折 选 关系 


式 (3.149) 表 示 的 数列 xa(m 二 0， 1，2…N 一 1) 实际 上 是 以 有 限 的 数据 个 数 N 为 辕 
期 的 局 其 性 数列 ， 属 于 图 3 28( b ) 和 中 所 表示 的 类 型 。 所 以 ， 将 xn 作为 非 周期 振动 的 离散 数据 
处 理 时 ， 必须 在 实际 数据 后 面 添 加 足够 多 的 零 ， 变 成 持续 时 间 很 长 的 {c ) 类 型 ， 来 近似 表示 
图 中 竟 (d ) 类 型 。 为 了 这 一 目的 在 后 面 添 加 的 零 称 为 后 加 零 。 

d。 富 里 衰 谱 

如 $3.6.9a 中 所 述 ， 对 不 同 移 加 频率 @ 画 出 的 富里 襄 振 幅 |F(@) i 和 富里 襄 相 位 角 中 (0)， 
就 得 到 富里 哀 振幅 谱 和 富里 哀 相 位 谱 。 如 图 3.34 一 3.36 所 示 ， 当 时 程 给 定 为 连续 函 数 1( + ) 
时 ， 这 些 富里 衰 谱 也 是 频率 的 连续 函数 。 

当时 程 给 定 为 离散 值 时 ， 将 式 (3.112) 代 人 式 43,113)， 可 得 有 限 复 富里 高 系数 与 富里 哀 
变换 的 甘 系 为 

TO: =F(@) 
汇 中 械 为 时 程 的 持续 时 间 ( 间 位 ，s ) 


» 0 


所以 ， 根 据 式 (3 .119) 和 和 式 (43.120)， 富 里 衰 谱 可 表示 成 


|F(o)| 一 Tci| 
加 2(C:) (3.164) 
办 (}) 一 rc tan 0 
或 者 ， 根 据 式 (3,108)， 用 有限 窜 里 襄 系 数 太 :，B: 来 表示 
一 工 站 
IF(o)1 一 去 Y -在于 Cf) 
$0)—=arctan( — BeA/Ar)} 


实用 上 ， 窜 里 京 谱 是 对 各 阶 振 型 的 频率 ?78f 单 位 为 H:) 或 同 期 Te 一 1 (单位 为 s ) 画 山 
的 ， 也 即 是 作为 烽 率 间 卫 为 A4Y 的 不 同 频 率 时 的 离 效 值 画 则 的 ,由 起 (3.153) 可 知 , AVY 一 A0/2x 
一 14T 一 1AN4ti。 另 外 ， 复 富里 哀 系 数 二 了 问 奸 在 式 (3.163) 所 未 的 折 选 关系 ， 所 以 画 财 时 频 
率 苑 围 取 到 折 选 频率 ?wp 一 1 以 24f 即 可 。 实 味 上 往往 只 画 芭 比 这 个 频率 更 网 的 、 工 程 上 有 章 
义 的 频 求 为 止 。 
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第 四 章 ”两 质点 系统 的 振动 


本 章 论 述 由 两 个 质点 组 成 的 系统 的 振动 ， 例 如 将 二 层 建 筑 物 模型 化 后 疡 物 成 的 系统 的 据 
动 。 两 质点 系统 的 振动 艺 非 只 是 单质 点 系统 振动 的 延 体 。 由 于 质点 数 不 是 单个 了 ， 各 质点 的 
运动 不 再 互相 独立 ， 而 有 相互 古 合 的 现象 产生 ， 使 问题 复杂 化 。 另 一 方面 ， 为 了 处 理 这 种 复 
条 人 性， 有 必 雪 引入 正则 振 型 、 正 则 上 坐标 等 新 概念 。 而 且 ， 这 些 概 念 在 第 六 登 中 所 讲 汉 的 更 复 
杂 的 多 质点 系 振动 分 析 中 怒 超 着 不 可 缺少 的 作用 。 因 此 ， 本 章 所 述 的 两 质点 系 的 理论 主要 是 
为 更 好 四 解 后 面 的 多 质点 系 据 动 理论 提供 必要 的 基础 知识 。 


4. 无 阻尼 自由 振动 


4.1.1 运动 方程 式 及 其 解 

参照 图 2.I(b) 或 【《e) 中 所 示 单 质点 系 的 情况 ， 两 质点 系统 的 振动 模型 可 玫 示 成 图 
4*1(a) 或 《b)。 按 照 惯常 的 方法 ， 给 备 记 号 添加 下 标 数 字 以 表示 相应 的 楼 层 。 各 个 质点 
只 能 在 水 平方 向 物 动 ， 不 能 作 转 动 和 上 下 运动 。 即 如果 结 构 物 的 变形 是 前 切 型 的 ， 各 质点 离 
静止 位 筷 的 位 穆 分 咒 为 x,，x;:， 如 图 所 示 ， 则 系统 的 状态 可 以 完全 用 这 两 个 位 移 最 玉 表 示 。 
也 就 是 说 ， 在 这 种 捕 况 下 系统 是 两 个 质点 的 两 个 自由 诬 系 吝 。 

首先 来 看 第 2 层 ， 质 点 ma 
的 加 速度 为 一 5， 弹 生 了 各 的 傅 


复 力 为 P 二 一 k(xs 一 x,)。 因 此 ， a 
代入 式 (1,2) 就 可 得 运动 方程 站 1 
式 为 二 af2 让 


族人 -Fl 


—maz2 ks(X2—X)= 0 
(a) 
这 里 (xm 一 的 )》 是 两 个 质点 ma 和 /| fn : 
mu 之 间 的 位 移 差 ， 邵 相对 位 移 。 77 
对 结构 来 说 ， 就 是 第 2 层 与 第 ! 
层 之 条 的 层 间 位 移 。 图 4.1 河 质 点 系统 简 漠 
其 次 来 赴 第 1 层 的 厦 虎 由 :， 作 用 力 有 加 速度 3 产生 的 惯性 力 一 matay， 阐 往 ks 的 恢复 力 
K(X 一 2 y 以 政 弹 簿 &: 的 恢复 力 一 5rxaly 运动 方程 式 为 
一 到 i kX Xx) —kX1= 0 {b) 
式 (a) 和 《【b) 都 是 考虑 惯性 力 后 的 动力 平衡 方程 式 。 象 图 4,1(e) 那样 将 各 质点 分 割 池 
来 考虑 ， 就 可 以 很 好 地 理解 这 种 动力 平 奖 。 
将 式 (b》 和 (8a)》 玻 写成 
mt Ck, Tk) Xkxs = 0 (4.1) 
Hat2 —KaX kX 0 (C4.2) 


es。 ID01 * 


部 前 所 述 ， 由 x, 和 xs 可 以 确定 系统 的 状态 即 其 空间 位 置 。 因 为 x 和 xs 是 决定 空间 位 置 的 是 , 它 
们 在 物理 上 是 位 移 量 ， 而 在 数学 上 本寺 作为 人 沧 标 。 也 屠 为 1.! 节 中 斯 述 广 立 坐标 的 一 种 。 

在 式 《4.1) 和 《4.2) 中 ， 即 在 质点 严 : 和 mx 的 运动 方程 式 中 ， 归 含有 没 标 x, 和 xzo。 因 此 ， 
两 个 质点 的 运动 不 是 互相 独立 的 ， 它们 彼此 受 另 -个 质点 的 运动 的 影响 。 这 种 质点 或 质点 系 
的 运动 相互 影响 的 现象 叫做 厅 联 ,县 有 耦 联 性 质 的 系统 叫 帮 联系 统 。 例 刀 ， 在 式 4.1) 中 ， 
kXs 项 表示 质点 mm 的 运动 与 质点 m2 的 运动 不 起 相互 独 音 的， 让 (4.2) 中 的 x, 项 则 表示 质点 
my 的 运动 对 质点 m3 的 运动 前 影响 .这 种 在 某 个 质点 的 运动 方程 式 中 表示 另 一 个 质点 的 影响 的 
项 称 为 称 联 项 。 

在 数学 上 ， 微 分 方程 式 《4.1) 和 微分 方程 式 (4.2) 想 联 立 ， 是 线性 二 阶 常 系数 齐 次 常 
微分 联 立 方程 式 。 

式 〈4.1) 和 《4.2) 殷 可 写成 如 下 形式 ， 


mx, Kx TR. X= 0 
} (4.3) 
maty RN 二 RXs= 0 
式 中 
Kitk: 天 1 一 一 大 } (4.4) 
,一 kk RK,,—k, 


采用 这 种 写 尘 时， 系数, 《i,j 二 1，2》 的 三 党 意义 特 存 后 面 关 于 多 质点 系 的 登 节 中 说 
诅 。 特 别 应 该 记 住 的 是 如 下 关系 成 立 
K ,—K, (4.5) 
闻 有 时 ， 这 些 系数 还 有 如 下 美 系 
KK — KK = (Kk, 二 +E i RiskE ka 0 
| KKa=ki> 0 } 
式 《4.3) 的 联 立 微分 方程 组 具有 如 下 形式 的 解 
x l(t) = er 
Xa HE?! } 
式 中 心 ， 加 通常 为 复数 常数 。 将 式 《4.6) 代入 式 《4.3)， 便 得 
(maps i Ki ui Ru — 0 } (4.7) 
Kut (raps KR) He 0 
式 《4.7) 是 基于，t4 的 二 元 一 次 齐 次 联 立方 程式 。 殷 明显， 二 wy 二 0 是 这 个 联 立 方程 钥 
的 解 ， 但 这 个 解 是 表示 静 正 状 坊 的 解 。 所 以 从 讨论 振动 的 角 认 来 说 ， 这 个 解 是 无 意义 的 解 。 
大 家 已 经 很 清楚 ， 一 次 齐 次 联 立方 程 组 具有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 行列 式 为 0 ， 存 这 
里 就 是 


Ce) 


{4.6) 


Me K,, (qd) 
KK,, mp*+ Es |= 0 
将 上 面 行列 式 展 开 ， 恒 得 基于 王 的 二 次 方程 式 
(mp? Emp 二 Ki) KKy= 0 
或 


» i02 。 


该 方程 式 的 两 个 根 为 


1 | K,, ， 下 za V K KE K K 这 K,, 
时 二 一 11 22 11 33 i123 21 
? 2 | mr 十 mtz ( i 十 m2» ) 4( HP， Ht 1}, tt ) ( ° ) 
或 
1 | 下 K frK, 其，  K 下 
2 11 22 2 2 2 
P 2 | 了 十 st ( a 5 二 mr ms (ff 


然而 ， 根 据 式 《ec ) 的 第 2 式 ,， 式 《Ti) 的 根 导 内 为 正 。 同 时 ， 根 据 式 〈e ) 的 第 1 式 ， 式 
(ee) 的 4 1 内 始终 为 正 。 所 以 两 个 根 p 均 为 负 人 实数。 这样 ， 可 以 写成 
天 一 一 (人 一 {gg) 
所 以 
P=+tio, tio'?? 

这 里 @ 中 和 ww 中 称 为 看 联系 统 的 周 有 因 频率 ,是 仅 由 系统 了 质量 和 弹 迁 常数 决定 的 系统 固有 
值 。 设 式 《8 的 两 个 值 中 下 绝 对 和 值 小 的 一 个 ， 即 与 式 《ff ) 的 到 符 号 中 和 的 《一 》 号 相应 
的 名 为 @9?， 而 与 《十 》 号 相对 应 的 p? 怨 对 值 较 大 的 一 个 外 为 0 出 有 2 之 ww 名 称 
为 一 和 阶 因 有 圆 频 素 、@'* 为 二 阶 固有 和 闻 频 率 。 单 质点 系 的 情况 下 ， 加 有 频率 只 有 一 个 ,而 在 
两 个 质点 的 两 个 自由 度 系 统 中 存在 这 样 丙 个 疝 有 频率 ， 角 标 C 了 )、(2 ) 则 玫 示 其 大 小 顺序 ， 
即 阶 数 。 

基 初 假定 的 式 (4.6) 形式 的 和 解 只 满 是 这 种 特定 的 加 频率 @' 中 5 ， 式 《4.8) 是 确定 这 
些 贺 频率 值 的 方程 式 ， 称 为 特征 方程 式 或 疾 率 方程 式 。 用 数学 术语 来 说 ， 这 种 特定 的 串 启 做 
频率 方程 式 的 固有 值 。 

与 9 和 @'* 租 对 应 和 的 频率 v' 二 /25， Y=w'2/27 分 别称 为 一 阶 固有 频率 和 二 锥 固 
有 频率 。 同 时 ， 周 期 一 2x /0 一 1/Y10 ,TI 二 27 /8 二 1Av 和 分 别称 为 一 秀 固 有 周期 和 
二 航 因 有 周期 。 . 

[例题 4.1] 求 由 m, 一 0.050t-st/cem，mmts 二 0.055t'8:/cm，k; 二 ks 一 120t/em 组 成 的 两 质 
点 系 的 置 有 频率 和 国有 周期 。 

[和 解 】 由 式 (4.4)， 

KL,=240 KK 一 一 120 


真 2 一 一 120 K.,=120 (tcm) 
代入 式 《4.8)】 得 
， 240 129 _240 .12%0 (一 Lz0)》 , {~—120) 
? +(g0 + 0.055 )e: 十 0.050“T-055 一 ”0.050 ”0.055 


一 及 十 6983P "十 5236364 一 0 
~ P=— 9491 二 v {3491):—5238364 二 一 3491 十 2636 
一 一 855， —6127 
所 以 一 阶 和 二 阶 国有 加 频率 、 国 有 频率 、 加 有 膨 期 分 别 如 下 : 
Wl 09.24 wf)—~78.28 (rad/s) 
0 一 4.65 YH=12.46 (Hz) {4.9) 
T=0.215 T=~0.080 (3) 


+ 103 。 


2 妈 轩 有 央 频 水 的 值 一 决定 ， 就 可 求 出 两 个 质点 的 位 移 之 疗 的 关系 。 即 由 式 (4.7》 可 
得 


ta Hz 十 下 Kk, (4.10) 


式 《4.7) 是 右边 均 为 0 的 齐 次 方程 式 ， 所 以 不 能 求 出 #, 和 赋值 本 身 的 天 小 ,得 可 以 如 上 式 那 
样 定 出 它们 的 比值 。 现 将 式 《8 ) 代入 式 《4.10) 中 的 本 ,就 可 求 出 对 应 于 oo 和 mw 的 振幅 
比 W 入 分 别 为 


(7 一 _H Km (oD) ee Ky 
一 WH, Ki Ra —m(wmi yi (411) 
一 人 全) 一 一 -9 人 一 _- Ks, " 
于 | K.: Koz—1 (0 2) 


式 中 的 上 标 (1 )、({2 ) 分 别 形 示 对 应 一 阶 、 一 阶 频 率 。 很 明显 ， 振 幅 比 96 和 人 全 均 为 实 
数 ， 都 是 只 由 系统 特性 确定 的 系统 固有 值 。 
设 解 的 形式 如 式 《4.6) 所 示 , 则 得 到 4 个 值 了 二 土 iw, 土 iw'3, 且 素数 ,和 上 ,之 间 有 如 
式 《4.11) 的 关系 ， 所 以 联 立 微分 方程 组 (4.3) 的 通 解 可 由 4 个 线性 独立 解 的 线性 组 合 
给 出 
MWe ei ei } Ch) 
x2 一 A 
板 据 式 〈2.24) 欧 拉 公式 ， 有 
N= (Un 2) Coso ttti(u ,Ka) ino 
+ (Wa ta) Cosmin 2) Sin o's 
C= oot i — ua) Sino ur 
F(t a CoSm EF (Hy — a) Sin@ a 
另外 ， 度 二 十 Ws 一 站， 一 2) 二 如 ，ia; 十 Hz 一 六 (wn 一 za) 二 B'， 则 因为 位 
移 *,，x 当然 是 实数 ， 所 以 AW，B4，A'，B'*? 也 都 必定 是 实 教 。 换 句 话说 , 式 ( h ) 所 表 
示 的 道 解 中 的 系数 ，4. 和 ziz， 以 及 ua 和 xz， 必定 互 为 共 力 复数 。 几 此 ， 运 动 方 程式 的 解 可 
表示 成 


X=AAoogo Vt Bi sino itt A :com t+ B'sino'st 
X= ADV eosgm t+ Bsn Ota A osm t+ B'sine':’t) } (4.12) 
进而 述 可 根据 经 常用 的 式 (2.14)， 用 式 (2.13) 的 形式 表示 为 
Xu Cotom t+ oo ) tui oogto Db ). 
KX = oo8 {wt ) 十 其 了 Cos 《0G 十 内 二 ) (4, 13) 
式 中 
Wil A on, 下 52 ft = 《4。 14) 


应 该 和 注意， 在 x; 和 % 的 表达 式 中 ， 右 边 的 第 一 项 和 第 二 项 是 分 别 同 相位 的 。 

振幅 比 W ?和 环 站 已 由 式 (4.1D 定 六 ,但 将 式 《8 》 的 P?[ 邑 式 《f)) 代入 式 (4,11) 的 
(0) 有 时， 应 注意 @' 对 应 于 观 符 号 中 的 《一 ) 寻 ， 本 5 对 应 于 《十 ) 叶 ， 
变 成 


"4104 。 


网， | 下 K FE Koa), KK 
(1) 1 Ei i 12 +21 
了 一 之 下 1 7 Fr? +V( Li 过 ) 十 4 rr, | | 


(4.15) 
2 | KE Koes _ ‘Ff Ky 下 
人 | + Tr | 
但 由 式 (4.4)， 有 天 :< 0， KK, > 0 。 所 ki， 由 上 式 很 明 写 有 
~ 0 
有 
mmco } (4.16) 


【例题 4.2] 求 均 义 双 统 的 振幅 比 。 和 上 每 层 移 质量 、 弹 移 常 数 (有限 尼 时 还 包括 阻尼 常数 ) 
全 都 衫 等 的 系统 区 为 均匀 系统 。 
[人 解 ] 三 两 个 质点 的 情 膏 下 ， HT ii = 1 k= 因此 ， KE, —2k, KK,= Kk ,Ki = 
Ks =—k, 人 人 式 (C4.15), 得 
T= 1 士 v” 5 )=1.618, -0,618 
【例题 4.3] 求 例 题 4.1 的 系统 的 振幅 比 。 


[ 解 ] 将 扇 例题 中 得 出 的 值 代入 式 《〈4.11)， 得 
240 一 (0.0503f855) 


《7 一 一 

1 (一 120 1 .6 所 44 
_240 一 10。 "O50){8127) _ 

[二 

1 C=120) 一 由 .553 


4.1.2 正则 振 型 与 到 有 悉数 
甘 式 〈4.13) 可 知 ， 两 个 质点 的 无 阻尼 系统 作 自 上 由 振动 时 的 通 解 ， 由 两 个 固有 了 闻 频 率 分 
别 为 2 和 8 的 谐 和 振动 组 成 。 其 中 一 个 为 


Xi Cos nt 二 ) 

Xt CO (C0 1t 十 由) } (4.17) 
男 一 个 为 ， 

x Wo08(m th) | 

XW C0 (0 tT 《4.18) 
它们 分 别称 为 一 阶 和 二 阶 正则 振动 。 道 解 则 由 两 个 正则 手动 之 和 表示 ， 即 

‘413 有 C1 Conor 拉 3) tc) {2 < 
X(t X008(D 二) uit cos(o tg ) } (4.19) . 


zf 下 一 人 + x 一 芳和 COST( 0 于 十 下 C ul cos (ott 二 $1) 

由 于 @ 人 和夫 @2 由 这 种 和 起 表示 的 振动 已 不 再 是 庙 和 振动 。 而 且 ， 一 最 情况 了 Te， 和 9 之 

比 不 是 整数 ， 所 以 也 不 是 周期 振动 ， 共 振动 情况 很 复杂 。 . 

然而 ， 看 一 下 正则 振动 即 式 《4.17) 和 式 (4,18) 表示 的 各 个 分 量 ， 就 可 知道 两 个 质点 

以 相 河 频率 和 相同 相位 作 谐 和 振动 。 同 时 由 式 (4.14) 可 知 两 个 质点 的 位 移 始终 保持 一 定 的 

比率 。 如 用 图 形 来 表示 这 种 寿 动 方式 ， 就 如 图 4.2 所 示 。 也 就 是 说 ,各 个 分 量 的 振动 形 赤 具有 

如 下 特征 ， 两 个 质点 同时 通过 中 间 位 置 ， 同 时 到 达 最 大 位 移 点 ， 在 从 中 闻 位 置 到 最 大 和 位 移 点 

之 间 的 任何 瞬间 ， 丁 个 质点 的 位 移 也 始终 保持 一 定 的 比率 。 但 如 式 《4.16) 所 示 ， 位 移 比 值 

为 > 0， 中 < 0， 所 以 式 (4.17) 所 表示 的 分 量 ， 使 两 策 点 始终 在 中 间 位 置 的 间 倒 , 而 
式 (4.18) 的 分 直 则 使 两 质点 始终 在 相反 的 两 侧 。 

1 108 + 


(2) 一 入 正 则 振 弄 :中频 率 mn 


PIH 


《bj 过 辽 正 则 头 型 : 区 掺 宗 咖 从 


了 了 {1D 


上 一 一 -9 


图 4.2 正则 振动 系统 


这 种 特定 的 方式 或 运动 形态 称 为 硝 联 系统 的 正则 振 型 ， 或 简称 为 振 型 。 且 对 应 于 一 阶 男 
有 频率 的 正则 挎 型 叫做 一 界 正 则 振 型 或 一 阶 振 型 ， 对 应 于 二 人 阶 因 有 频 沧 的 正 珊 振 型 电 做 二 阶 
正 旭 振 型 或 二 价 振 型 。 也 即 式 (4,17) 或 图 4.2({ a ) 表示 一 阶 振 型 ， 式 (4.18》 或 图 4.2(b) 
表示 二 和 阶 钴 型 。 在 符号 表示 上 ， 用 下 标 1 ,2 表示 质点 或 层 的 编号 ， 而 用土 舱 标 (1)、(2) 
表示 振 型 阶 数 。 如 &i 表 去 质 误 各 的 二 阶 振 型 的 振幅 。 

这 种 正 幅 据 型 是 以 系统 因 有 频率 作 振 动 的 形态， 质点 的 位 移 也 与 时 间 无 基 而 始终 保持 系 
均 固 有 的 比率 。 因 此 正则 振 弄 本身 是 系统 固有 的 性 质 ， 在 这 个 意义 土 它 也 可 以 称 为 固有 型 或 
固有 据 型 。 同 时 把 给 出 固有 所 型 的 各 质点 振幅 W224,W4 0 称 为 国有 阔 数 ,wi 和 wi" 是 
一 防 固 有 的 数 ， 忆 后 和 和 莽 : 是 二 阶 固有 天 数 。 质 虚 共有 了 两 个 ， 对 条 个 正则 据 型 说 来 ,一 个 质点 
前 位 移 给 定 后 ， 另 一 个 质点 的 位 移 就 以 系统 国有 的 方式 与 它 相 关联 。 朵 而 也 就 确定 了 其 位 移 
植 。 也 就 是 说 ， 自 由 度 只 有 一 个 。 在 这 个 意义 上 ， 两 个 正则 振动 可 以 解释 为 分 别 种 与 一 个 单 
自由 度 系 统 的 振动 等 价 。 

自由 振动 的 通 解 如 式 (4.13) 所 示 ， 除 系统 的 固有 圆 频率 1 之 外 ,还 包含 ui 站， 
个 蛇 数 。 但 如 土 面 所 述 ，wi 和 码 ， 以 及 ww 和 wi 下， 是 根 
据 式 (4.14) 出 已 知 的 比率 兴 ?* 和 要? 相 关联 的 ， 所 以 未 定常 数 实 际 是 四 个 .这些 常数 可 由 运 
动 的 初始 条 忻 ， 即 对 两 个 质点 分 别 给 出 的 初 位 移 和 初速 底 共 四 个 初始 值 来 确定 。 

也 可 以 将 初始 条 人 忻 代 入 式 《4.12) 的 两 个 式 子 和 将 它们 对 时 和 间 微 分 后 所 得 的 两 个 速度 式 
子 ， 求 出 这 四 个 未 知 数 A ，A*，B'*，B'*。 

[例题 4.41 ”如 图 4.1 疡 示 两 个 质点 的 无 阻尼 系统 ， 初 录入 件 为 20 一 2f0) 一 0， 
420) 一 加 sf0) 一 0， 求 其 解 。 

[ 解 ] 由 式 (4.12)， 有 


x 二 A 人 cogB nt Bi gno nttiA 人 deosn't Bsino't 
Xxs=N A teow tT Bgno nt nA coo tn Bsin wt } { a) 
对 时 间 微 分 后 得 
芭 1 一 -ADoDV sno intB io Vo mADn no Bm oN 2 
光 1 一 A lano tn Bi cm Agno i t b ) 


二 2B O0080O 2 


， 196 * 


将 初 妈 条 件 代入 上 面 四 式 ， 
太夫 二 0 DDDAD 0 A 0 


BOB FB zy TB wD FB mo 0, 


2 0 B= 对 (TI> ER 


8 一 一 人 5 一 依 3 Wil -二 下 Be 
因此 ， 质 点 的 位 移 如 下 : 
ky D2 DD? . 
2 一 TT | 一- sinao*i;f 十 ED sino' t+ | 
TN 2 i ， 1 . 
一 TE ~ pr SiN D7 -a Sim 人 向 (2 


【例题 4.5] ”例题 4. 1 的 系统 处 于 静止 状态 时 ， 给 质点 话 , 加 上 初速 度 10cm/s。 用 和 阁 表示 葡 
个 质点 的 位 移 和 正则 振动 的 时 间 历 程 。 

[【 解 ] 由 例题 4.1，@a4c 一 29.24，Dtz:=-T8。28rad/s， 同 时 概 志 例题 4.3,10 一 1.844， 
一 一 0.553， 因 为 各 一 10cmAs， 所 以 山上 一 例题 的 结果 可 得 


10 【一 个 .553) 1.644  ， | 
和 FE 一 一 一 一- 一 -一 一 一 -一 SI 2 四 SINT7S8. 281 
! .644—(—0.553) | 29 .24 9 十 7858 
1.644( 一 D.553) Xx "| 1 ， 1 。 | 
一 ， 二- 一 -一 Sm29.24f 十 -2 SINTS8. 28t 
后 一 1 644 一 (一 0.553) a0.54 Sn29.2 人 二 8 28 Sm78.28 


XO0.0861sin29.24t+0.0958sin78.28t (em) 
Xs—0.1415Sin29.°4t—0.0529sin78.23t (Cem) 

图 4.3 表示 一 阶 和 二 阶 正 婴 振动 彤 及 它们 的 各， 即 质 
点 ft， 的 位 移 x,，*;。 

[例题 4.6] 两 个 质点 的 无 阻尼 系统 ， 初 始 条 件 
为 XO) x Na 0 =T wd 0) tA(0)=0, 
试 求 其 解 ， 并 讨论 其 结果 。 . 

[ 解 ] 将 给 定 的 初始 条 件 代 和信 式 (a) 和 (b )， 
则 有 
六 (十 六 (32) 二 x0， A 
BileD Bg 一 站 NB NG B00 
由 此 可 得 4 一 2 A HO- Ht? -= 0, 所 以 两 
个 质点 的 运动 可 表示 为 

X(t )=X008m 
Xa f )= 人 xcoso' 于 } 

这 是 频率 为 4， 且 两 质点 相位 相同 并 始终 保持 一 定 
的 振幅 比 zafz Ji 人 tt) 一 人 5 的 振动 , 即 系统 的 一 阶 
正则 振动 。 

同样 ， 和 如果 给 定 的 初始 条 件 为 xi(0)=az， . 业 商 太 容 让 册 
和 (0 一 和” (0) 一 (0) 一 0， 则 可 得 二 阶 正 。 图 4.3 两 质点 系 的 振动 ， 初 始 条 件 为 
则 三 动 XA(0) xa0) = 0 ,Ll 0 ) xy, Xl 0 ) 0 
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X(t ) =x 00gm' 站 } 
Xa 二 ) NXoCOmm st 

这 样 ， 只 要 适当 选择 初 知人 条 件 ， 也 即使 两 个 质点 预先 处 于 一 个 正则 拓 型 位 置 ， 并 不 加 初 
速度 从 读 位 置 释 放 ， 就 可 以 抑制 它 合 之 水 产生 荔 一 正则 振 型 的 振动 ， 丙 使 系统 仪 以 起 {4,17) 
或 蕊 (4.18) 所 表示 的 单纯 一 种 正则 振 型 来 振动 。 

4.1.5 国有 函数 的 正 交 性 

式 《4.17) 和 式 《4.18) 所 示 的 一 阶 和 二 阶 轩 有 国教 人 ，H 和 ai，82 ,本 来 是 在 式 
(4.10) 中 取 p: 为 一 (8 和 和 一 C02): 时 的 解 。 因 此 下 而 的 式 子 自然 成 立 ; 


m_ (OO) Ku +R .mY } ) 
上 
mo n= EN KR ‘ 
以 及 
mow) ?nF i 十 政 ) 卫生? } ) 
b 


ma(o i = Kut Kaul 
现 将 式 《a ) 中 第 1 个 式 子 乘 以 ai， 第 2 个 式 子 乘 以 4 ， 同 时 式 〈《b ) 的 第 1 个 式 子 
乘 以 xf ， 第 2 个 式 子 乘 以 地 >， 然后 分 别 幅 加， 使 得 
(00 2m us ma ) Ku du Ka + Kn ug 
二 Ey 


CoP)amasousn ma us ) = Kut Kan uD Ku fe) 
二 | 
但 根据 式 《4.4)， 下 ,a 一 Ksy， 所 以 上 测 两 个 式 子 的 右边 完全 相等 。 胃 此、 上 两 式 之 兰 为 
CO CO mu 2) 一 0, 国 沪 后 关 ' 站 ， 所 以 有 如 下 关系 ; 
2 
Hu uD mu ue BD mut ule 0 (4.20) 
这 个 关系 称 为 一 阶 因 有 函数 和 二 阶 因 有 函数 对 于 质量 的 正 交 性 。 
因为 式 〈4.20) 成 立 ， 所 以 式 《5 ) 的 右边 也 为 0， 
县 ui FR Ra Kut ns 0 (4,21) 
式 《4.21) 称 为 固有 了 疼 数 关于 刚度 的 正 交 性 。 关 于 固有 国 数 的 正 交 性 将 存 第 五 章 和 第 六 掌中 


详细 乌 述 。 
【例题 4.7] 利用 例题 4.5 的 结果 证 明 固 有 户 数 的 正 交 性 。 
[ 解 ] 由 例题 4.5 的 式 (¢ )， 固 有 示 数 为 
Hil =0.0861em ul 0.09566m 
Hi 0,.1415cm Ui 0 .0529cm 
同时 ， 质 点 的 质量 为 m) 二 0.050，m,s 一 0.055{t:st/em}》 
将 这 些 数 值 代入 式 (4.20}， 鲁 得 
mu mn 0.050 X0086L XO.0956+0.055 XO0.1415X(—0.0529) 
—0.000412—0.000412== 0 
另外 ， 弹 赏 常 歼 为 KK ,一 240， 天 ,3 一 及 一 一 120, 天 2 一 120t/ceme 将 这 些 数值 代 人 式 (4.21), 有 


*» i108 « 


Ku Ru uD RE uD Ku Du 
=240 XO0.0861 xX0.0956+(—120) x0,1415 xX0.0956 

十 (一 120) xX0.0861 X(—0.0528) + 120X0.1415X (~—0.05°9) 
=1.9756—1.623-0,.546—0,.898=0 


4.2 坐标 的 耦 联 


4.2.1 多 联 与 非 焕 联 
前 面 已 给 出 了 表示 两 质点 系 的 运动 微分 方程 式 (4.3)， 凤 
md Ex TtK ,x= 0 
Mt 十 直 p1X, 叶 臣 1X 一 0 } 
式 中 选用 x,，x, 坐标 来 表示 两 个 质点 的 位 移 ， 这 两 个 微分 方程 式 都 包含 这 两 个 求知 元 数 。 因 
此 ， 在 求 未 知 函数 时 必须 将 两 个 微分 方程 式 联 立 求解 。 

像 这 样 表 示 振 动 位 移 的 两 个 以 上 学 标 出 现在 同一 个 送 动 方程 式 中 有 时， 就 称 这 些 江 标 之 间 
存在 静 力 耦 联 、 弹 性 耦 联 或 位 移 耦 详 。 

另外 ， 与 上 式 情 况 不 司 ， 当 一 个 微分 方程 式 中 出 现 两 个 雇 上 的 吉 速 度 〔 妇 项 半 , 称 为 在 
坐标 之 间 有 动力 三 联 、 质 莉 硬 联 或 加 速度 粒 收 。 

某 个 系统 中 是 否 存 在 粘 联 取决 于 用 以 表示 运 训 的 坐标 的 选择 汶 法 ， 而 与 系统 本 身 的 特性 
无 关 。 一 般 说 来 ， 为 了 表示 多 质点 系 的 运动 状态 ， 可 以 选用 的 独立 汰 标 系 , 即 1.1 节 中 所 述 的 
广义 坐标 ， 有 好 几 种 。 根 据 选 择 举 标 的 不 剧 ， 示 统 可 以 是 静 力 看 联 、 动 力 徇 联 、 衣 澳 兼 动力 
艳 联 、 或 非 厢 联 的 《 即 完 爹 无 契 联 的 ) ,这 可 崩 图 4.4 的 例子 来 说 明 。 当 然 ， 粳 联 季 数目 越 少 ， 
微分 方程 式 越 简单 。 

首先 ， 如 图 4.4(& ) 所 示 ， 用 质点 m, 的 位 移 x, 和 
质点 m, 的 位 称 x 这 两 个 学 标 来 表示 系统 的 振 型 。 在 式 

4,1) 和 式 〈4.2 中 已 给 出 表示 系统 运动 的 微分 方程 
式 为 : 
mg, tt (Ki RX — Kx 0 } 
md Kx kxs = 0 
下 面 划 了 一 道 杠 的 一 ka 项 构成 了 静 力 耦 联 。 

其 次 如 图 4,4( 5 》 所 示 ， 选择 质点 凡 ; 的 位 移 4; 和 

质点 ms 与 m, 之 间 的 相对 位 移 9; 为 两 个 坐标 。 这 时 
XI X= 二 4 (4.22) 人 . .i 
代入 式 (8 )， 恒 有 Mi 和 十 Kg 一 Kags 一 0， ma( 站 十) (0) 手 力 动力 可 联系 统 (动力 者 紧 系 统 
二 kG; 二 0 ， 如 将 这 两 式 之 和 以 及 第 2 式 作为 联 立 方程 
式 ， 风 成 图 4.4 夺 联 系统 与 华 标 
Cm + mm) nd 十 Kg 一 0 } 
mag 二 772 十 天 292 一 自 

由 十 包含 ms 的 项 ， 有 系统 成 为 动力 碍 联系 统 。 

真如 图 4,4( 5 ) 所 示 ， 以 连结 两 质点 的 真 线 与 地 面 的 交点 的 绎 标 为 gj， 该 直线 与 垂 真 方 
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(8) 


向 所 夹 的 转角 为 9， 并 选 接 这 样 的 9 和 9 作为 广 六 坐标 。 当 9; 为 微小 量 时 ,两 质点 的 位 徐 可 
示 成 
x 一 和 十 五 92 } 
w+ {H+H,)g; 
代入 式 (8) 可 得; mm( 站 十 HH 十 KG 十 (KH KH)qs 二 0 mtd THi+H) yg) + RH, 
二 0， 将 这 两 式 之 和 以 及 第 1 式 乘 以 吾 :; 后 与 第 2 式 乘 以 《: 十 再 后 相 加 之 和 组 .成 联 芯 方 ， 
式 ， 则 成 


过 下。 2 


(mtmo) ttm i Tm Ht 二 拓 H ,= 0 
CH +m H+ He) YY + mit+m{(H,+H) gy +E Hg, (4.24 
二 {kiHi+k,Hi)g, =0 
可 以 自 出 ， 由 mF, 十 m2( 吾 ,十 日,) 项 构成 动力 耦 联 ， 由 大: 五 :项 构成 静 力 硬 联 。 
最 后 如 图 4.4{tG) 所 去 ,以 贿 : 与 系统 要 底 的 连 线 和 1 与 册 的 连 线 分 别 与 民 直 办 向 所 成 站 
转角 Ga 和 9 作为 广 六 坐标。 可 以 看 出 ， 这 与 图 【《b) 的 情况 相同 ， 也 构成 动力 硝 联 。 
然而 ， 在 下 一 节 中 可 以 看 到 ， 如 虔 通 当地 选任 不 了 于 图 4.4 所 示 举 标的 其 它 坐 标 , 有 可 和 铺 
使 系统 成 为 完全 设 有 很 联 作 用 的 非 耦 联系 统 。 
#4.2.2 正则 学 标 
从 于 一 藻 的 各 个 式 子 ， 特 别 荐 式 (4.24) 中 ， 可 以 知道 ,两 质点 无 阻尼 系统 的 运动 方程 式 
以 q(t est 为 广 交 秃 标 可 写成 如 下 最 一 般 的 形式 ; 
Md Mt KR 二 Kd =0 } 
3 十 机 十 天 8 十 天 aa9: 一 0 
式 中 M， 和 瑟 5 《和 夫 了 ) 分 别 玉 未 动力 和 静 力 磷 联 项 。 
然而 ， 如 时 举 标 选择 得 当 ， 可 使 到 (aa) 中 的 碍 腾 项 为 My 一 0 ， 天 一 Di 关于 )。 屠 
总 是 可 以 合 微 分 方程 式 不 联 亦 ， 在 每 个 式 子 分 别 只 沪 一 个 未 知 数 而 与 男 一 求知 数 无 美的 情 沈 
下 并 和解 。 如 时 能 得 到 这 可 独立 的 运动 方程 式 ， 则 作为 方程 解 求 出 的 系统 名 个 分 量 的 运动 与 其 
它 各 分 县 的 运动 无 甘 ， 分别 作 县 三 各 自 固有 的 控 幅 、 频 率 和 想 位 的 单 自由 座 振 动 ， 即 谐 各 振 
动 ， 问 题 就 大 大 简化 了 。 
这 种 经 特别 选择 的 、 可 使 方程 式 写 成 既 无 动力 福 联 系 无 静 力 硝 联 形式 的 坐标 称 为 正则 华 
标 。 下 硬 简 单 说 明 这 种 正则 上 坐标 的 选 法 。 
东 面 已 经 说 过 ， 系 统 特 性 给 定 后 ， 作 为 系统 周 有 的 一 阶 和 二 阶 正则 振 型 即 园 有 了 基数 就 确 
定 了 。 于 是 ， 各 质点 的 实际 位 移 可 直下 为 固有 了 畏 数 分 别 乘 上 系数 9 和 Ge ) 后 的 线 
性 绍 合 : 


(a) 


Xi ug } 
Xu gg tu a 
图 4.5 几 图 形 坟 未 了 于 还 关系 。 换 名 话 灌 , 人 小 (4.25) 是 将 系统 的 实际 振动 形状 分 解 为 正则 迫 
型 的 表达 式 。 求 宫 了 系数 4 和 4q'”， 实 际 位 党 x)，x; 就 完全 可 确定 。 峙 此 也 可 将 9 ，q‘ 如 作 
为 新 的 坐标 表示 系统 剖 运动 。 
从 式 《4.25) 解 册 a'”"，9”"， 就 得 


a (Wu /uD usu) 


(4.25) 


二。 2 
qu x RC) /A I) ( 寺 ) 


a ll0O « 


和 面 求 出 的 两 质点 系 的 自由 振动 遂 解 表达 式 《4.13) 中 的 x 和 x; 代 人 式 (4.26) 的 第 1 式 ， 
导 
= oog tom DT) +ui wcos (ot 二) 
—uiD oog (Ot — i oo08 (mt FA ) 
一 CO8 (ov tg ) 
些 ， 将 式 (4.13) 代 人 式 《4.26) 的 第 2 式 ， 可 得 
dO Cos (p21) 
让 些 式 子 中 可 以 看 出 ，9 和 4 分别 满足 如 下 方程 式 : 
go mm) = 0 
ri )2352) 一 0 } (4.27) 
在 上 式 中 ， 坐 标 g2 和 全 2 分 别 由 彼此 独立 


| 微分 方程 芝 表 示 ， 相 互 之 间 没有 看 联 。 因 此 ， 下 
: 们 就 是 要 求 的 正则 坐标 。 式 (〈4.27) 中 的 两 个 
: 子 都 是 单质 点 无 阻尼 系统 的 运动 方程 式 。 例 on we 
J， 它们 与 式 (2.6) 形式 是 完全 相同 的 。 央 此 ， 
以 看 出 ， 坐 标 g0，9dt 都 是 作 独 站 的 谐 和 振 < 六 
UU 


。 而 且 根 据 式 (4.27)， 其 鸥 频率 分 别 为 6 和 1 


立即 可 几 忒 《4.25)》 求 出 系统 的 实际 位 移 x: 和 
co 式 (4.25) 和 式 (4.26) 赴 给 出 实际 位 移 的 
坐标 Xx;、xs 与 正则 坐标 9 、d2 之 癌 的 坐标 变换 
式 。 

这 种 正则 坐标 的 存在 与 4.1.3 站 中 所 述 航 加 有 随 区 的 正 交 性 之 间 有 根 片 密 雪 的 鞠 系 -这 上 广 
面 的 问题 将 以 较 一 般 的 多 质点 系 为 研究 对 象 ， 在 第 六 章 中 详细 半 述 。 

4.2.5 有 阻尼 自由 振动 

有 了 尼 的 两 质点 系 楼 型 如 图 4.6{b) 所 东 ， 孝 虞 存 层 间 设 着 阻尼 器 ， 通 当 可 简化 为 图 
4.6[ a)。 各 阻 堪 产生 的 不 沸 阻力 与 活 完 和 加 简 之 
启 的 村 革 速度 成 比例 ， 由 芭 对 也 尼 器 c1 求 说 粘 带 阻力 
二 写成 比例 ， 于 阻 呈 右 6 来 说 粘 庙 阻力 与 古 点 词 的 相 
对 速度 一 2 谨 续 例 ; 比 例 常 整 和 因 别 为 阻尼 系数 c1 和 


2 fj ug uy 
解 这 些 简单 运动 方程 式 得 出 9'” 和 9'* 后 ， 恒 
= wa 中 ea 


图 4.5 用 正则 振 型 表示 位 移 


Cin 
系统 除了 惯性 户 与 弹簧 恢复 力 之 外 ， 壕 作 片 有 阻 
尼 器 产生 的 阻力 ， 所 以 在 式 (4.1) 利 式 (44.2) 土 加 上 
内 尼 项 后 ， 可 得 系统 的 运动 方程 式 为 
Pt 让 ,十 (Ci 十 Ca) 一 Cot 
十 (KE 十 天 一 天 下 
Fy 让 ;一 C2 二 一 共计， | 
十: 一 图 4.6 ”有 阴 中 的 两 硕 点 系统 异型 


{4.28) 


= 111l * 


式 (4.28) 可 写成 
二 Ci 二 Csis 十 有 RX 十 天 12xX3 一 站 


(4.29) 
十 C3 十 十 尺寸 区 YX 一 0 

式 中 

Ci 王 C 十 ca Cn 一 一 Cs 

Ca 一 一 Caz CC 一 Caz | 

下 1 一 把 +k, K=O—K, | 

下 2 一 一 区 K,,—k, 
式 (4.28) 或 式 (4.29) 中 不 仪 有 x，X%2， 还 出 现 ,，z2。 所 以 在 这 种 情况 下 ， 举 标 xX.,%; 之 
记 还 存在 阻尼 霜 联 或 速度 炮 联 。 


在 其 有 这 种 棉 合 时 ,4.2.2 节 中 所 述 的 和 将 送 动 方程 式 韭 焰 联 化 的 正则 毕 标 严格 来 说 是 不 存 
在 和 的。 因此 河 题 的 解法 变 得 十 分 困难 ， 在 实用 上 有 必要 适当 引 作 关于 系统 阻尼 的 茶 种 假设 。 
但 是 ， 美 于 有 阻尼 时 的 精确 解 潜 或 以 荣 种 条 件 为 前 提 的 有 附 尼 系统 的 近 伺 解法， 与 其 把 它 庆 
在 两 质点 系 闻 题 中 讨论 ， 还 不 如 在 下 一 章 中 利用 和 矩阵 表示 法 作为 多 质点 系 理论 的 一 个 环节 来 
处 理 更 容易 理解 ， 所 雇 决定 不 在 本 童 中 更 多 涉及 。 
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第 五 章 和 矩阵 


玫 前 掌 为 止 ， 处 理 了 单质 点 系统 和 两 质点 系统 的 振动 问题 。 回 纠 在 第 四 章 中 处 迎 过 的 两 
质点 系 的 问题 ， 比 起 单质 点 系 来 ， 虽 然 系统 的 自由 诬 只 增加 一 个 ， 但 是 公式 的 形式 和 演算 都 
变 得 相当 烦 杂 ， 乍 一 看 来 ， 往 往 难 以 理解 。 仿 后 在 处 理 更 一 般 的 多 质点 系 的 问题 时 ， 车 仍 采 
用 这 种 方法 ， 最 后 会 使 结果 十 分 舌 杂 ， 而 且 也 难以 冉 诸 实用 。 这 一 章 介 绍 的 矩阵 法 可 以 避免 
这 类 麻 舌 。 它 能 把 本 质 复杂 的 公式 和 运算 ， 表 示 成 一 目 了 然 的 简明 而 又 窜 易 理解 的 形式 。 在 
第 六 合 中 纲 述 多 质点 系 的 气动 理论 时 ， 也 腔 用 抑 阵 表示 法 。 这 对 于 把 问题 表示 成 数学 式 子 和 
对 式 求解 这 两 个 方面 ， 都 是 十 分 有 效 的 。 


5.1 基本 定义 


a。 蝶 阵 
把 元 素 按 惩 形 配 置 成 了 距 列 称 为 矩阵 ， 有 有 朵 也 称 之 为 行列 。 例 恕 ， 将 吕 x 1 个 元 素 朱 下 起 


排列 时 


HR fy Oly 
Gr Os 

。 fa 一 [各 ] 
人 


称 之 为 哩 行 站 列 和 矩阵。 在 矩形 阵列 中 语 粕 向 排列 的 为 行 ， 沿 基 向 排列 的 为 列 。 
眠 阵 的 元 素 可 以 是 数 ， 也 可 以 是 变 贡 ， 靖 数 ， 表 达 式 或 矩阵 本 身 。 而 且 这 些 元 素 的 单位 
也 不 必 相 同 。 
因此 ， 矩 阵 只 不 过 古 一 种 排列 ， 本 身 没有 数值 可 害 。 划 是 这 里 庄 处 理 舶 数学 对 象 是 元 烷 
排列 的 整体 ， 用 一 种 记号 来 表示 这 种 处 理 往 往 会 十 分 方便 。 所 谓 用 一 种 忆 导 来 圳 未 ， 半 从 上 
常常 采用 如 式 《5.1) 所 示 的 [Caw]，[A 等 各 种 方法 。 在 本 书 中 ， 当 问题 是 以 元 素 排 列 的 再 
体力 主要 饰 究 对 象 时 采用 [4 的 形式 ， 当 纪 音 个 元 素 为 主要 斌 究 对 象 时 便 采 用 记 号 Loi], 在 
后 一 种 情况 ， 第 1 个 下 标 表示 元 索 所 在 行 的 序号 ， 第 2 个 下 标 表 示 所 在 列 的 席 号 , 由 末 这 两 个 
下 标 ， 便 可 表示 元 素 在 阵列 中 的 位 置 。 
b。 方 阵 
行 数 和 列 数 相等 的 拭 阵 称 为 亡 阵 。 一 个 和 行 1 字 的 廊 陆 ， 可 以 简单 地 称 为 n 次 炬 阵 。 例 
如 
好 ， 4 母 号 
8 2 8 0 


5 0 8 1 
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为 4 次 矩阵 。 在 方 阵 中 从 左上 人 角 到 右 下 角 的 元 素 排 列 《如 上面 点 线 所 表示 的 位 置 那 样 ) 称 为 
主 对 角 线 ， 位 于 主 对 角 线 上 的 元 素 称 为 主 对 角 元 素 。 反 之 ， 不 在 主 对 角 线 上 的 元 素 统称 为 非 
对 角 元 素 。 显 然 主 对 角 元 隶 是 由 9, 来 表示 的 。 

<。 对 称 矩 柬 

方 阵 中 相对 于 主 对 角 钱 对 称 位 置 上 的 元 素 互 相 相 等 时 ， 称 为 对 称 拒 阵 ， 即 有 关系 式 人 ml 
一 94x 成 立 ， 例如 


4 
2 


一 


与 
0 
1 
7_ 


Ti 
[ea 


就 是 对 称 什 阵 。 与 对 称 和 矩阵 相对 应 的 ， 位 于 对 称 位 置 上 的 元 素 只 是 符号 相反 ， 且 主 对 角 元 素 
均 为 6 ， 即 cb 一 一 ai au 一 0， 这 样 的 抢 阵 称 为 反对 称 矩 阵 。 
9。 对 钊 矩阵 
所 有 非 对 角 元 素 均 为 0 揭 方 阵 称 为 对 角 和 矩阵 , 即 , 此 时 有 at 一 0 (1 六) 成立， 例如 
3 0 0 0 
0 2 0 0 
0 D 书 | 
0 0 0 了 - 
就 是 对 角 握 阵 。 为 了 表示 对 角 和 矩阵 [4 一 [ao ]， 在 对 角 钱 方向 划一 短线 ， 往 往 写 成 
4 一 [Fo 
.在 不 致 发 生 误解 的 情 襄 下 ,对 角 系 阵 中 元 素 为 0 的 地 方 ,也 容许 不 把 0 写 出 而 留 以 空白 来 开 示 。 
e。 三 钊 矩 踪 
方 阵 中 位 于 主 对 角 线 下 侧 或 上 例 的 全 部 元 素 为 0 时 ， 该 方 阵 可 称 为 三 角 抢 阵 。 特 别 是 ， 
对 于 主 对 角 线 下 侧 的 元 素 为 0 的 三 角 策 降 称 为 上 三 角 抢 阵 ， 对 于 主 对 角 线 上 侧 的 元 豆 为 0 的 
三 角 和 矩阵 称 为 下 三 角 和 矩阵 。 例 如 


3 4 9 5 Ts 0 0 0 | 
0 2 8 0 8 2 0 0 .| 
0 0 6 1 和 5§ 0 & 0 se 
0 0 0 7 了. 1 9 4 7 。 
分 别 为 上 三 角 短 阵 和 下 三 角 乞 阵 。 
f。 单 位 窍 跌 
主 对 角 元 素 全 部 为 1 的 对 角 和 矩阵 称 为 单位 矩阵 ， 用 记号 ET 表示， 例如 
0 0 0 
0 1 0 0 
ET 0 0 1 0 
0 0 0 1 
为 4 深 单位 矩阵 。 
g5。 零 矩 降 


全 部 元 素 均 等 于 零 的 矩阵 称 为 零 矩 阵 ， 用 [0 J] 表示， 零 矩 阵 不 一 定 是 方 阵 。 
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ha。 列 矩阵 
只 有 一 列 的 矩阵 称 为 列 矩 阵 ， 或 者 称 为 列 和 关 量 或 简称 为 关 量 。 半 行 工 列 称 # 次 列 矩 阵 或 
思维 列 和 闫 县， 例如 


为 4 次 列 矩阵 或 4 维 矢 量 。 对 于 这 一 娄 舌 量 ， 甫 常用 描 号 转 起 来 写成 { }。 和 拓 量 元 烷 称 为 它 
的 分 量 。 

i。 行 抠 阵 

例如 象 

13 4 9 5 

这 一 业 的 工行 上 到 和 拭 阵 称 为 行 竺 阵 或 行 矢量 。 这 时 也 用 揪 呈 转 起 来 ， 写 成 { }， 各 元 素 也 称 
为 分 量 。 

k。 转 置 拭 阵 

对 任 一 惩 阵 的 行 和 列 进 行 灾 搞 称 为 转 置 ， 由 转 置 得 到 的 矩阵 称 为 原 扎 阵 的 转 置 扎 阵 ， 并 
且 [4]】 表 示 曙 了 凡 54] 的 转 置 外 阵 。 下 式 

3 4 gl 

8 2 8 
5 0 6 
Li 9 4, 
人 恒 是 一 例 。 换 音 之 ， 用 元 素 arr 代 替 元 束 ayyr 所 得 的 些 阵 便 是 转 置 矩阵 ， 如 果 矩 阵 [4 3 为 出 行 
nn 到， 【47 便 为 于 行 和 列 。 而 且 转 置 扎 阵 的 转 置 此 阵 当然 就 是 原 具 阵 ， 可 用 


9 


(CATT)T=[CAY) (C5.2}) 
来 表示 。 此 外 ， 对 于 方 阵 的 转 兽 和 矩阵， 如 
3 4 ‘g 5 下 -3 8 5 1 
a 2 8 0 4 2 0 9 
5 0 6 1 9g 8 6 4 
{tf 9 4 7 5 0 1 7 
那样 ， 把 矩阵 以 主 对 角 线 为 轴 翻 转 过 来 便 可 得 到 。 因此 当 和 矩阵 [4 ] 为 对 称 和 矩阵 时 ， 人 恒 有 
【4 了 7 一 [4 (C5.3) 


批 外 对 于 对 角 征 阵 自 然 也 有 [及 二 [有 J。 与 此 对 应 的 ， 在 反对 称 算 阵 情况 下 ， 便 为 54]7 一 
一 [A)。 列 矢量 的 转 置 矩阵 为 行 矢量 ， 行 和 撩 时 的 转 置 第 阵 则 为 询 笑 量 。 因 此 存在 如 下 关系 : 


:| 
8 一 3 8 5 1} 


| 
1 
时 i116 be 


:| 
) 1 
用 
{3 8 5 Ts 


来 替代 以 节约 书写 的 篇 幅 。 在 本 书 中 有 了 时 也 采用 这 种 书写 方式 。 
再 者 ， 一 行 一 列 的 矩阵 当然 在 标量 ， 将 它 转 园 后 ， 仍 然 是 原来 的 标量 。 


5.2 和 矩阵 的 运算 


5.2.1 简单 运算 
a。 趣 阵 的 相等 
假若 两 个 拭 阵 阿 形 ， 邮 它们 的 行 数 和 到 数 对 应 相等 ， 而 且 对 应 的 元 素 全 都 相等 。 则 称 这 
两 个 什 阵 相等 。 即 对 于 所 有 网 计 和 站 ， 若 有 
Qs =bss MCAJ=LB) (C5.4) 
和 。 短 降 的 加 减 
对 于 所 有 的 i 和 和 7， 若 
| dst beers 
成 立时 ， 便 有 
[CANELB)=[CC) {5.5) 
成 立 。 但 是 fA)，[ Bj，[C 3 都 必须 是 同形 的 。 假 若 


Ca=[， _ 了] ca)=-[，，_)] 


6 8 一 了 
则 有 有 
5 一 2 12 
A BJ= 
[AJ+LB) [| _ 
有 和 
一 5 一 6 6 
[CAI—CB)=| i ,| 

此 外 ， 洁 有 

3 4 9 5 

8 2 8 0 

本 <- 一 
54) 5 0 6 1 

t 8 4 7 

便 有 i 
3 4 gg 5 3 8 5 1 8 I23 14 6 ] 
8 2 8 0| | 2 0 日 i2 4 8 是 
Te 十 ， = 5 
[AI+TLA) 5 0 8 1!'!|1s 8 6 4 14 8 12 | (5.6) 
1 9g9 4 7|15 0 1 rilse 9 5 4 
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成 立 ， 得 到 一 个 各 称 定 阵 。 
【 定 现 11】 竺 一 方 阵 与 其 转 轩 能 阵 之 和 为 一 对 称 惩 阵 。 
必  。 标 积 
当 5c 为 奈 其 时， 使 有 


¢ [a.jj)=Learyd 《5。7 
成 立 ， 例 如 
2 -一 3 T 一 人 BB 15 一 21 
-| ， 6 _,]-| 24 —18 ,| 
3 | | 8 ， 
| 
15 人 1319 
癌 题 寺 


这 样 指标 积 ， 必 须 对 全 部 元 素 都 生 以 标量 。 老 要 对 所 阵 的 基 一 行 蕊 某 一 列 引 以 某 个 数 ， 必 须 
采用 别 的 方 让 ， 这 在 下 面 再 讲 。 
5.2.? 甜 眉 的 积 
兰 第 了 席 [ 4 的 列 数 和 本 阵 [ 旦 的 行 豆 相 等 ， 就 能 定 归 
TAI BI=CC) 
为 丸 阵 的 积 ， 运 [有 为 可 行 R 到 ， [站 ] 为 基 行 吕 列 则 fC] 屋 为 阐 行 到 的 皇 阵 ， 并 可 用 记 
号 


Cts nn x(n, 有) 一 (my p) {5.8) 

来 表示 。 而 这 时 积 CC 3 元素 为 

et 一 iT 二 Gin 
== > Qsbry (5.9) 
Kl 

所 定义 ,车 用 图 5.1 的 福 尔 克 (Fatk) 
图 形 来 表示 这 个 关系 ， 就 更 容易 理 
解 。 也 就 是 将 矩阵 [4 【了 于] 如 图 
(a ) 所 示 那 样 配 置 ， 并 按 图 《b ) 


所 示 的 虚线 那样 把 对 应 的 元 票 同时 = 
彼 咸 相 乘 ， 再 求 其 积 的 和 ， 便 可 得 
到 式 (5.9) 所 示 的 [CC ] 的 元 素 值 。 
车 将 此 全 记 在 [4 ) 的 i 行 和 [BD 的 
j 列 的 变 差 酝 点 内 , 便 可 在 图 《hb) 


的 实 绥 框 内 得 到 表示 积 (4C 一 人 和] 
LB } 的 矩阵 。 

为 了 求 得 积 (4 并 3] [有 态 ] 的 
列 数 和 LBD 的 行 数 必 须 相等 一 一 称 
1 有 AI 和 [BD 是 此 配 的， 利用 计 个 
终 ， 理 解 起 来 就 更 容易。 直面 ,给 车 5.1 ” 注 尔 宽 央 
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出 几 个 计算 积 的 例子 。 


2 
9 一 名 
1 | = (C5.10) 
一 和 4 12 
3 


上 

11 了 

|: - | | (5.11) 
1 18 12 

3 4 9 1 2 1 20 27 25 

| | | 3 | 二 22 | (5.12) 
9 8 6 1 1 2 31 48 29 

[, ,| [, ,| | ce] (a) 
[»。 s] [。s]=[, ,ol (6) 


[et | 
| 
[| 
| 
[| 
1 
一 人 的 
+ 
一 一 
[| 
ww 
i 
一 
me hy 
Yu 
~ 
《1 
i 
9 
Ti 


入 一 
{1 | | 
一 2 一 1 
2 
{1 2 一 1} |- (ce) 
一 1 
2 
{i 2 9 | | 《dh) 
一 4 


2 4 一 2 
3 6 一 3 | 《5。14) 
一 1 一 > i 
由 以 上 诸 便 可 知 ， 含 有 方 阵 和 和 拓 景 的 乘积 ， 其 结果 可 给 出 如 下 ; 

( 方 阵 ) Xx (六 阵 ) = 方 阵 


《 方 ” 阵 ) x《【 列 矢量 ) 一列 矢量 
〈 行 关 景 )》xXx ( 方 ” 阵 ) 一 行 矢量 
《 行 矢 最 ) Xx 《 列 矢 量 )》 一 标 量 
《 列 矢量 ) x 《 行 矢量 ) 一 算 ” 阵 


本 书 中 所 和 处 理 的 振 阵 和 运算， 几乎 都 不 出 这 一 范围 。 如 式 《ec 和 式 《d7 所 示 那 样 ， 行 舌 量 
和 烈 矢 晤 五 相 匹 配 ， 它 们 的 腰 积 变 为 标量 ， 这 称 为 两 个 矢量 的 内 积 。 一 般 傅 癌 下， 两 个 矢量 
{uw}，{v} 的 内 积 可 用 

Q={u}'{r}={v}{u} C5.15) 


a 118 * 


表 东 。 在 式 《4d) 情 训 下 ， 内 积 为 0 ， 这 而 做 两 个 矢量 正 诡 。 

这 里 再 重新 看 一 下 加 5.1， 在 通常 由 (4XBTIT=LCI 得 到 的 租 当 中 ,矩阵 CC 的 元 事 coy， 
可 看 作 把 [4 ) 的 i 行 作为 一 个 秋 量 即行 矢量 ， 和 把 CB ) 的 7 了 到 作为 一 个 笑 量 即 州 笑 昨 的 内 积 
b,, ) 
b,, 


{gr dries ar} ”一 Ce 《5。1 
by, 


bs, 
显然 由 式 〈5.16) 求 内 积 得 锰 的 结果 ， 和 和 按 式 《5,9) 定义 得 到 的 结果 是 相同 的 。 
同样 ， 茶 些 矢量 自身 的 内 积 ， 即 


G1 
a | 
ah7taj 一 aa ao ， 


| 


=af 二 #0 Ce) 
等 于 其 各 分 其 的 平方 和 ， 宅 的 平方 根 十 旺 十 … 十 a 欧 为 矢量 的 绝对 值 ， 或 长 度 ， 或 模 。 
在 二 维 或 三 维 空 间 中 考虑 矢量 时 ， 式 《6 》 中 的 平方 根 很 清楚 就 是 笑 晤 舶 长 度 。 
把 式 (5.13) 或 它 的 左右 两 边 互相 更 换 ， 变 成 了 列 矢量 二 《 方 阵 ) x 《【《 询 矢 量 》 形式 的 
运算 ， 这 世 经 常 被 使 用 。 上 自前 ， 就 有 如 


和 一 Gy 十 Ga 十 a 


C5.17) 


那样 的 式 子 ， 这 可 考虑 为 把 >》 的 天 个 坐标 术 溃 为 x 的 个 举 称 的 线性 组 合 。 这 里 xs Fis Hrs 
(Cis j= 二 1，2，…nh) 分 别 为 列 矢 量 的 分 量 和 方 阵 的 元 素 ， 如 


Tl Yi E11 Ftd ls 


加 = 人 DJ Ca 


Tn Vn 六 中 | TITPT tan 
于 是 有 
V1 LOY "te Gin 1 
“2 | 321 全 Ta 
: Hn Al nt wn, ( ) 
或 写成 积 的 形式 
{7}—[ATlx} (5,.181 


"1 。 


如 按 图 5.1! 将 式 《E) 的 右边 展开 ， 便 能 得 到 和 式 《5.17) 完全 等 同 的 关系 式 , 伍 也 【5.18) 
形式 简洁， 外 此 可 知 抢 上阵 小 的 误 用 之 大 。 
式 《a) 和 (《b)， 或 起 《cec) 和 (5.14)， 只 是 拒 积 的 呆 序 更 换 一 下 , 恰 结 果 完 全 不 同 。 
据 素 ， 有 更 一 般 的 基 蒜 
CAICBICEICAY), {5.18) 
有 即 交 摘 律 不 能 成 立 。 还 有 ， 即 使 [A ) 和 [BJ 是 匹配 的 ，[ 8B ) 和 [4 也 未 必 有 一 定 匹 酉 ， 色 积 
【BI[ 4 ) 的 定义 也 未 必 能 成 立 。 
如 上 所 述 ， 在 乔 阵 乘法 中 ， 积 的 顷 序 很 音 要 ， 因此 取 把 积 [A)t BD) 和 [BI[A9 区 别 开 
来 ， 积 LADLE 1) 称 为 用 [4 J] 前 瑟 [B 1 或 左 隘 [8B )， 积 LB JLA41 称 为 用 [4] 后 乘 EB 2 岂 有 全 
CB 
因此 算 阵 乘法 的 交换 律 不 能 成 立 ， 但 是 
结合 律 ， (CAICB [Cj=[AJ(C BICCY)) 
CAIBICC) (5.20) 
分 配 律 ;: CAI(CBI+CCD=[AICBIFCAICCY) (5.21) 
是 成 立 的 。 作 乘法 运算 的 各 全 年 降 丰 用 说 必须 是 互 丰 下 本 
的 ， 重 要 的 基 积 的 顺序 都 不 能 改变 。 
与 拭 阵 积 有 关 的 ， 还 有 如 下 关系 ; 
(CAICBDDT=CBITCAYT (5.22) 
由 ， 丙 个 矩阵 乘积 的 转 贤 钊 阵 等 于 其 各 个 转 置 第 阵 的 道 
序 潍 积 。 这 个 公式 容易 证 阴 ， 概 据 几 5.2(a) 和 ftb) 所 示 
的 福 尔 克 图 表 ， 便 不 滩 理 解 。 虽 图 (# ) 中 的 糙 线 表 示 积 
[41B3 图 (pb) 表示 将 [CAD 和 CB 3] 转 轻 ， 以 及 收 变 顺序 
以 后 的 沁 积 ， 了 于 是 粗 线 内 的 统 阵 应 为 EB27[ A232 "。 现 在 王 从 
图 《5b) 的 里 面 往外 看 ， 并 假若 把 它 当 作 图 5.1 玉 重新 以 
虚 ， 这 时 粗 线 里 面 的 元 素 徘 列 ， 可 理解 为 把 轴 《a) 粗 线 中 
的 先 阵 转 置 后 的 结果 ， 变 成 了 (人 [4 江 互 ])7。 因 而 式 (5。22) 
的 关系 得 到 了 了 证明。 


下 面 还 要 讨论 儿 个 与 对 角 和 矩阵 乘积 有 关 的 事项 。 由 
5.1 可 知 ， 下 列 各 式 : 图 5.2 福 尔 克 图 表 的 应 用 


Ci CB Cid91a 
= [tds Colflys Caz0z3 (C5.23) 


Ca Catlss CaOss 


C01 Falls Cadis 


au om Gs| [|c 0 0 

| 让 as | | Cc 0 Ct Cotrs Cad23 
Gs CQsz Gs 0 0 cs Cl Celtas C3033 
显 热 是 成 立 的 。 也 就 是 将 对 和 角 告 阵 前 乘 某 方 阵 ， 相当 于 对 所 阵 中 各 行 分 别 滋 以 对 角 矩 降 中 相 
应 行 上 的 主 对 角 元 素 ， 若 将 某 对 角 些 阵 后 汪 某 方 阵 ， 和 相当 于 对 矩阵 的 各 列 飞 以 与 该 列 对 应 的 
主 对 角 元 烧 。 上 述 结 论 与 矩阵 的 和 难 数 或 次 熬 无 关 。 此 外 


* 120 »* 


(5.24) 


aa 0 0]1m， 5 0 ab, 0 0 
0 az 0 0 b: 0| 一 |0 ab, 0 
0 0 a 0 0 bj 0 0 asba 


成 立 。 即 ， 对 角 舌 了 胁 签 此 相 莱 ,得 到 舶 有 习 积 还 是 一 个 对 角 算 取 ， 其 主 对 骨 元 素 为 栈 相 张 对 第 
姑 阵 中 对 应 主 对 角 元 素 的 蒋 积 。 这 时 ， 交 和 神 律 
EATEBJ=rBAY (5.25) 
全 能 成 立 。 此 外 式 《5.12》 给 出 的 关系 式 可 表 尔 成 : 
【定理 2 对 称 托 阵 与 对 称 气 阵 前 生 积 ， 未 必 一 定 是 对 称 和 矩阵 。 
5.2.5 矩阵 的 三 重 积 
按照 成 {5.20》 的 结合 律 ， 逐 次 求 给 前 莱 或 后 习 的 积 所 得 莘 的 结果 ， 即 为 CA CBICO) 
那样 的 皇 阵 的 三 重 积 。 这 时 ， 在 各 全 求 积 阶 和 民 ， 当 然 要 求 算 上阵 必 须 是 匹配 各。 设 [4 1 【了 了 
CC) 的 行 数 和 列 数 分 别 为 Cm， )，(n，P 了 )，( 了 PP， )， 则 按 式 (5.8) 中 的 记号 法 则 ， 
便 有 l 
(ms nxtn, PxX(P, d=(m, a) (a) 
结果 得 到 ji 行列 的 上 给 阵 。 这 一 点 ， 平 用 图 5.2?《e ) 所 示 的 福 尔 克 图 形 顺 次 摸 配 ， 司 可 
理解 。 
如 果 将 三 重 积 (44JB1ICC3 转 置 ， 参 属 式 〔5.20) 和 式 《5.22)， 便 有 
(CAIBICCDT S(T AICB DCDT 
=[CI (CAIBD)T 
—CCIrTBITCAYIT {5.26) 
其 结 困 是 将 式 (5,22) 推广 独 三 重 积 的 场合 、 妈 将 各 些 阵 分 别 转 置 音 按 赣 序 求 积 。 对 更 客 的 
拭 阵 作 过 滁 ， 也 有 同样 的 关 夭 式 咸 立 。 
{定理 3] 和 矩阵 蒋 积 的 转 置 先 阵 等 于 各 转 兽 矩阵 的 首 溢 税 。 
设 [4 ) 为 对 称 和 矩阵 ，[ 口 ]) 为 与 之 匹配 的 在 一 方 阵 ， 现 在 考 瞄 有 关 三 重 积 CUITAIEI 
的 性 质 。 这 交大 重 积 ， 特 别 在 振动 问题 中 常常 会 出 现 ， 称 之 为 全 等 变换 。 接 坦 【 定 理 3 ] 和 
式 《5.2)， 使 有 
(CUITAICUDNT ECUOICATCUY 
这 里 ， 因 (A ) 为 对 称 算 阵 ， 恒 有 [5 有 4 玉 =[ 有 有 4])， 内 而 上 式 的 看 边 可 写 为 [UJI™A2LUI， 合 可 
求 得 
(CONCAICUI)T 一 COCAICJ (5.27) 
因 焉 ， 根 据 式 《5.3)， 落 [54 为 对 称 和 矩 阵 ， 按 在 一 方 阵 作 全 等 变换 后 ， 也 仍 短 是 对 称 候 阵 。 
下 面 ， 设 {#} 汶 一列 矢量 
四 
| 


Hn 


对 其 转 置 后 ， 成 为 行 舌 量 


{tt} = {Hu ta 下 时 
车 [4] 为 对 称 年 阵 ， 例 如 
和 121 和 


更 求 其 三 重 积 1 TAIfE+， 因 为 此 时 相当 于 在 式 〈a) 中 置 m= 二 1，4 二 1， 结果 得 到 
一 个 工行 1 列 的 矩阵 ， 即 为 标量 。 这 一 点 看 一 下 图 5.2《d ) 中 搭配 好 的 福 尔 克 图 表 就 会 明 
上 让。 实际 求 积 过 程 为 


_ ny i ne 
Qi 十 diss 十 "一 十 nn 
[ee ee 十 Qonitn 

= {us} 


_Anrti 二 dnaM2 二 "十 dnnitn _ 


An a nt 
+ Antti ertti + ee Orda 
十 日 EBD dn da {5.28) 
即 
好 
{uw} CAI{rt= .i >» dri drs (5.29) 


i=i j=1 
得 到 了 一 个 只 会 站 的 二 次 项 的 齐 次 二 次 式 。 
5.2.4 逆 征 中 
a。 与 超 阵 相 美 的 行列 式 
可 以 按照 方 阵 中 的 元 素 排 列 ， 构 造 一 个 排列 完全 一 样 的 行列 式 。 按 这 种 方法 转 方 阵 {T4] 
一 [ar 门 构 得 的 行列 式 ， 可 写成 如 
CEt[A =detta,,} 
那样 。 也 可 写成 | A 1， 或 la 等 等 。 和 如 前 所 述 失 阵 CA 仅仅 表示 元 素 的 排列 ， 而 其 本 身 并 
不 是 一 个 数值 。 但 由 此 板 得 的 行列 式 det[ 4} 是 有 数值 的 。 当 这 个 值 不 为 0 时， 使 称 原 来 的 
矩阵 [4 ] 是 正则 的 ， 当 det( 41 二 0 时 ， 【4 3] 称 为 是 奇异 的 。 
b。 件 随 卸 阵 
人 1 次 行 列 式 1aiy| 中 删 去 第 i 行 和 第 了 剂 ， 也 扼 删 去 也 含 元 素 ar， 所 在 的 行 和 列 后 所 得 
到 的 (# 一 开 ) 次 行列 式 ， 称 为 元 素 av 的 子 行列 式 。 进 而 ， 将 此 元 春 my 在 原 行 列 式 中 的 位 
置 所 县 有 的 正 负 号 《一 1) 以! 加 在 此 子 行列 式 前 ， 便 得 到 元 素 &; ;的 余 因 于 ， 记 为 414。 因此 ， 
对 于 方 阵 [4] 一 [er 站 的 每 个 元 素 0y， 剖 分别 有 一个 余 因 于 4:, 与 之 对 应 。 于 是 ， 在 方 阵 543 
一 [af 的 每 个 元 素 ao 的 位 置 上 ， 换 上 祭 因 子 4 后 所 得 到 的 和 矩阵 [40， 称 之 为 方 阵 [4 ) 的 
性 随和 矩阵。 并 用 记号 adir 4 1] 表示， 即 
adjtA]=(CAn) {5,30) 


”TI 


adit 4 一 [AT (5.31) 
cC。 遂 算 阵 
对 某 方 阵 [4 1]， 若 有 方 阵 [ B ] 丰 在， 能 使 
CAICLBI=EIY 
成 立时 ， 称 [BD 海 [ 胞 3 的 北 矩 阵 ， 可 写成 
[【 吾 ] 一 [和 3 
因此 便 有 
[ACTAYI =EIY (5.32) 

式 中 了 J 为 单位 算 隆 。 通 常 ， 若 两 个 数 a ， 上 之 间 存 在 关系 4b 二 1 时， 称 5 为 a 之 斤 。 逆 和 矩 
阵 这 个 概念 也 是 这 人 么 来 的 。 

下 面 我 们 要 看 一 看 在 息 阵 [4 DJ 和 它 的 复 矩 阵 [4 :的 对 应 元 素 之 间 存在 什么 样 的 英 系 。 
换 名 话说 ,要 研究 怎样 从 理论 上 来 雇 定 复 和 皇 阵 的 各 个 元 素 . 此 乾 杰 先 求 出 由 征 阵 [ 4] 一 fo) 构 
成 的 行列 式 的 值 det[ 4 ] 一 厂 。 接 照 行 死 式 的 展开 定理 ， 行 列 式 揭 值 局 等 于 某 一 行 或 某 一 列 
的 元 素 乘 上 对 应 余 因 子 的 积 的 和 。 即 ， 若 令 4, 为 元 素 @y 的 余 因 子 ， 便 得 

接 这 行 展 开 ”90 人 十 er 十 qdnAm=D Ca) 

按 ? 了 到 展开 gs 态 1 十 21 六 yy 十 ……… 十 gr 同一 也 (Cb) 
现在 看 一 看 ， 考 在 式 【a ) 中 将 第 斌 行 的 元 素 o. 《了 一 1， 2…n)】 换 成 其 它 行 的 元 素 ， 例 如 
第 大 行 CE 丰 1》 的 元 素 a4,， 同 时 仍 保持 原来 第 i 行 的 余 因 子 4,.。 这 样 便 得 到 一 个 其 i 行 
和 直行 党 全 相同 的 行列 式 的 展开 式 ， 根 据 行 列 式 的 定理 ， 由 此 得 到 的 行列 式 值 显 然 为 0 。 对 
于 按 列 展 开 的 式 《b )， 也 可 得 到 同样 的 结果 。 因 此 ， 作 为 对 式 (a) 和 (b) 展开 定理 的 
补充 ， 可 得 如 下 关系 式 : 

i 志和 的 时 秘 。 六 二 45s 六 1 十 十 QA 一 0 (Ce) 

i 专 了 的 上 时候 4 十 ga4 十 十 Gy 一 0 《dj) 

将 式 【ah 和 《by 的 左边 与 式 〈5.16) 或 (5,9) 作 一 比较 ， 可 知 这 里 都 是 把 矩阵 
[4] 的 某 一 行 作为 行 矢 量 与 把 [4 的 转 置 第 阵 即 ad 拒 4 ] 的 某 一 列 作 为 列 估 量 后 ， 取 其 内 积 
的 结果 ， 也 就 是 说 这 是 矩阵 的 委 积 [4 1(adir 及 )) 的 元 素 。 特 别 在 式 ( a》 中 ， 当 行 的 序号 
与 列 的 序号 一 致 时 ， 积 的 主 对 角 元 素 便 为 D， 而 在 式 (< ) 中 ， 当 行 与 列 的 序号 不 同时 ， 
表示 积 的 非 对 角 元 素 为 0 。 同 样式 《bb》 各 (dd 》 可 以 表示 为 (adit A [及 J 的 积 。 因 此 ， 
车 将 这 些 公式 汇集 在 一 起 ， 便 有 


D 和 *” 自 
CANadi AD (adjCADEAI=| © L 。 =D673 
[Lh 0 "DD 
成 立 。 当 厂 关 0 ， 即 矩阵 [A ) 为 正则 时 ,有 
adj[A] 一 adjt4JrA4]I 一 GT (e) 


《4JdetEA 一 detfeA3 


因而 ， 由 大 《5.32)， 正 则 矩阵 [4 ] 的 道 乒 阵 可 表 成 
[4 J-: 一 adj[ A 


dett A) (5,.33) 


» 123 » 


如 设 赣 和 矩阵 的 元 束 为 by。， 则 
各 


bum TAT: 


{5.34) 


此 外 ， 由 于 式 《c 7》 成 立 ， 便 知 
CAICAI=TAI TAT=EIY 

成 立 。 即 在 这 种 情况 下 ， 积 的 次 序 是 可 以 交换 的 。 

车 对 式 [4][A3 二 EF 了 的 两 进 作 转 置 ， 根 据 式 (5.22)， 便 有 (5A2 TAIT 了: 
这 样 可 得 

(CAT)T =(CAI), 

于 是 ， 就 能 直接 得 到 如 下 定理 ， 

【定理 4] 。” 转 置 年 阵 的 着 矩阵 付 于 邀 岳 阵 的 转 轻 抹 阵 。 

【定理 量 。” 对 称 算 阵 的 逆 矩 隆 也 为 对 称 算 阵 。 

[定理 6】 主 对 角 元 率 均 不 为 0 的 对 角 和 矩阵 的 道 矩 阵 一 :个 以 这 些 主 对 角 元 素 的 倒数 为 
相应 主 对 角 元 素 的 对 角 和 矩阵 。 


高 ， 例 如 有 
cl 0 “1 ie 0 0 
| G ce 0 一 | 0 Les 0 | 
由 LH C3 0 [i iAes 


此 起 是 不 准许 明 的 。 
【 贷 定 5.1】 求 矩阵 


的 道 矩阵 。 
[ 解 ] det[ A) 二 3 一 8 十 9 一 86 十 |8 一 2 一 14 
1 2 | | 1 2 1 1 
和 ” ”时 一。 1 ”3 I 3 
2 一 3 3 一 3 | 3 2 | 
及 1 二 一 一 了 码 一 一 3 3 一 一 一 5 
21 3 ! 2z | yo 1 9 323 | 2 3 | 
12 一 3 | 3 一 3 3 2| 
A -| 1 > 一 了 43 一 一 1 9 广 一 9 ， .4 一 ! - 1 
了 "7 了 
aai[ 站] 一 | 一 5 一 3 一 9 
一 1 5 1 
, 了 . 了 7 0.500 0.500 0.500 
[A = —5 一 3 一 1 一 | 一 0.367 一 0.214 —0.643 
一 上 5 1 一 0.071 D。357 0.071 


【 讽 题 5.2?】 ” 求 对 称 和 矩阵 


2 1 0 
{CATl=Il 1 4 1 
0 i 4 


[ 解 } Tet[ 4 一 32 十 0 十 0 一 0 一 2 一 4 一 2 
、 |4 1 1 1 4 ,1 
1 4 © 4 0 
gai Ay -| ! 9 | 2 0| |2 1 
1 有 | 0 时 0 1 
1 0 2 0 2 1! 
4 1| |i1 1 1 4 
15 一 4 1 
1 一 2 7 
15 一 4 1 
[LA]! 区 8 一 :| 
1 一 ? ? 
日。 捧 阵 前 除法 
一 般 ， 在 三 个 矩阵 C4]， {BB， [站 J] 中 何 ， 上 共有 如 
[AICXI=CH) 
[XICAI=LBY 


的 乘法 关系 时 ， 在 给 出 14]，【[ 吕 ] 的 情况 下 求 {X] 的 运算 ， 称 为 矩 帮 的 除 共 ， 即 染 共 的 邀 送 
算 。 四 于 此 阵 习 续 中 交换 律 不 能 成 立 ， 困 此 上 面 的 两 个 式 子 一 般 是 不 钢 的 ， 但 只 要 矩阵 [4] 
是 正则 的 ， 就 条 自 能 有 了 玲 一 的 解 。 也 即 用 [4 ) 的 这 矩阵 [4 ! 去 前 乘 第 1 个 式 子 和 后 习 第 2 
个 式 子 ， 于 是 得 到 如 | 
[有 IA-1LB) 
CXI=[L BICAI: 
的 解 。 除 非 [ 4 3 与 [ B J 能够 交换 ， 即 有 [A JL BY 一 (JCA1]， 在 一 般 情况 下 这 两 个 结果 是 不 
相向 的 。 有 又， 酸 热 C4 ] 是 正副 的， 自然 也 必定 是 方 阵 ， 但 矩阵 5 互 ] 和 [和 并 布 必须 讲 足 这 个 
条 件 ， 只 要 是 匹 姜 的 就 行 了 。 
人 第 降 除 法 常常 在 结构 力学 或 振动 问题 中 出 现 ， 用 得 较 多 的 是 如 下 特殊 形式 ， 芭 如 前 面 出 
更 过 的 式 (5.17): 


(6.35) 


EE 


或 {137 二 [和 六 和 (5.36) 
» 1265.* 


现在 的 情况 是 ， 在 左 侧 的 {3 } 和 系数 Caij] 给 定时 ， 对 未 知 数 (x} 求 解 方程 组 。 式 (5,35) 是 
一 组 关于 x* 的 元 1 次 联 立 方程 式 ， 它 的 解 
xi 一 Di 十 Dis3ra 十 … brnys 
Xe = boy thor ys byn Ys | 


ETREETELETTTEL 


同样 也 可 表示 成 3 的 线性 组 合成 。 兰 将 式 (ff) 的 系数 by 表 成 
上 bi Pi: 机 bn 


[B81=| Da bs 时 bs 


则 式 ( f ) 恒 变 为 
1xX}=[CBItY} (5.37) 
现在 阁 设 和 矩阵 [4] 是 平 则 的 ， 则 按照 前 面 所 讲 的 ， 它 的 逆 知 阵 C 刀 )-! 也 同样 是 正 则 殉 ， 如 对 
式 (5.36) 前 狐 [4]-'， 人 恒 得 
【4 17 一 (2 
和 将 此 式 与 式 (5.37?7) 比 较 ， 显 热 有 
[BI=CAI”™! 
成 立 。 因 此 ， 这 是 将 式 (5,35) 倒 过 来 ， 变 成 了 根据 ? 去 求解 x 的 问题 。 
6.2.5 分 块 矩 阵 
用 竖 线 或 模 线 ， 或 同时 用 坚 横 两 种 线 把 任意 一 个 第 阵 ， 例 如 


Hl lo | 入 2 委 
{ 于 } nl Tp 
M4 G1 C18 LE 一 Ap1 C22 | cr 


人 8 3 | A 
[ed | 


那样 分 隔 开 来 ， 分 成 许多 小 的 块 区 。 这 类 被 分 朵 出 来 的 各 个 块 区 称 为 原 矩 阵 的 子 矩阵 。 由 这 
些 隔 开 的 子 矩 阵 所 给 成 的 矩阵 称 为 块 算 上阵 。 对 块 矩 阵 来 说 ， 各 个 子 矩 阵 都 被 分 别 看 作 是 一 个 
元 素 ， 这 样 ， 迄 令 为 止 我 们 所 讲 过 的 各 种 矩阵 运算， 都 优 然 适用 。 

块 区 的 划分 方法 ， 可 根据 各 种 应 用 自 的 而 有 所 不 同 ， 邵 有 时 为 了 计算 简便 ， 有 了 时 为 了 使 
计算 的 意义 更 加 明确 等 等 。 但 是 不 管 在 什么 情况 下 都 必须 把 子 候 阵 堵 作 和 阵 的 元 素来 进行 运 
算 。 当 然 ， 经 常 可 能 出 现 的 情况 是 必须 把 子 和 矩阵 划分 成 匹配 的 形式 。 从 下 而 给 出 的 几 个 算 例 
可 见 ， 按 块 矩阵 计算 的 所 有 结果 ， 和 在 5.2.2 节 中 由 直接 计算 得 到 的 结果 是 一 玖 的 ， 


3 2 一 3 
{+1 2 一 1) 1 1 2 | 一 ITX{3 2 —3}+2x{1 1 2}t({(—1) 
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2 一 3 
-| 小 二 Cr 2rxX1 
一 3 1 


HH ne | sd 
2 一 111 6 3| 2 一 上 6 3 

一 一 一 一 丁 一 一 一 一 4 2 

1 212 [1 2 [+ 2 8 3 [5201 27 


10 
有 
一 |j2 1 1 

[4146 8 十 [2 47 |; 


试 着 将 mm 行列 的 矩阵 EC 及 ] 和 # 行 p 列 的 矩 降 C B 3 按 如 下 方式 分 块 


Ey RE Cin bu | by 1 | brs 
BL 人 量 秆 四 帮 音 虽 an bs l Dss | bd 1 
[| | 
日 | [ | 
ml ms" mn bn | [a | 二 | bnp 


这 样 的 分 割 方 凌 就 相当 于 把 污 阵 [及 看 作 是 由 维 行 矢 其 为 元 素 构成 的 mm 维 列 和 关 量 ， 把 矩阵 
CB J 着 作 是 由 # 维 列 失 量 构 成 的 了 维 行 拓 景 ， 于 是 按 这 种 理解 去 求 积 A3L BI 一 [Cl]， 簿 阵 
CC 的 元 素 c4j 鱼 可 理解 为 由 按 式 (5,16) 表 未 的 行 和 拓 量 和 列 矢量 之 内 积 给 出 。 
5.2.6 复 矩 阵 
到 现在 为 止 ， 和 矩阵 的 所 有 元 素 都 默认 为 是 实数 的 。 所 有 元 素 均 明确 限定 是 实 煞 的 扼 阵 称 
作 实 矩阵 。 与 之 对 应 的 ， 元 素 为 复数 或 复 变 其 的 撼 阵 称 作 复 矩 阵 。 只 有 一 列 的 复 矩 阵 称 为 揽 
和 关 量 。 雇 令 马 讲述 过 的 有 关 实 数 运 算 的 各 种 关系 式 和 各 种 定理 均 可 简单 地 变 为 复数 运算 ， 谭 
且 对 复 第 阵 全 部 成 立 ， 在 实质 上 不 需 作 任何 特别 的 变化 。 俱 是 下 面 将 会 提 到 ， 由 于 引 人 了 复 
矩阵 的 和 概念， 自然 有 必要 给 出 一 些 新 的 定 浆 。 
设 复 烘 阵 [ Ce ?的 元 素 为 cl 一 44 十 记 :，(ay， by) 为 实数 )， 且 假设 ay 和 b， 分别 为 实 矩 阵 
《4 和 (5 3 的 元 素 ， 则 按 式 (5.7) 和 (5.5) 钙 有 
[3 一 [各 ] 十 开 归 ] (a) 
此 外 ， 若 以 某 寓 拓 阵 CC 一 Te 十 这 ,四 的 元 素 的 共 俩 复数 为 元 素 的 矩阵 ， 称 为 C 的 夫 辆 此 
阵 ， 写 成 
[CT 一 [Ca 一边] 
因此 ， 复 矢量 
二 本 村 所 


2 十 in | 


ma 十 ia 
{tw} = : =49)+itw} (4 vy， 《WwW} 为 实 舌 晤 ) 
ai 
的 共 斩 矢 量 为 ， 
U1 — i 
| Us— iW, | 
人 一 
Un iw, | 
另外 ， 如 
号 4 十 ii 8 一 2 
生 一 2 8 十 3 
9 十 21 一 31 台 


这 一 类 类 阵 ， 元 素 01, 与 其 主 对 角 线 对 称 位置 上 的 元 素 c;: 互 为 共 应 数 时 的 复方 取 天 作 埃 尔 米 
畦 抢 阵 。 埃 尔 汶 特 抢 生 中 各 元 素 的 实 部 是 关于 主 对 角 线 对 称 的 ， 其 只 部 是 反对 称 的 ， 位 于 主 
对 角 钱 上 的 主 对 角 元 素 为 实数 。 对 于 这 类 和 上手 阵 ， 它 的 式 (a ) 可 表示 为 

[4 一 (4 对称 矩 阵 

[3 一 3]， 反 对 称 矩 阵 ， 
显然 ， 有 关系 式 CC"J [CJ 上 成立。 


5.3 二 次 式 


只 包含 任意 个 实 变量 如 ， 丝 …t 的 二 光 项 的 和 的 式 子 ， 也 即 二 次 齐 次 式 ， 称 为 这 些 变量 
的 二 坎 式 ， 在 一 般 情 况 下 ， bla:, {iy j=1; 2 表示 二 次 式 的 系数 ， 则 0 该 二 次 式 可 用 


二 2) Dy a Grs=G re 
tami jumt 
来 表示 。 
若 用 次 关 量 表示 变量 由 ， 中 ze， 用 和 次 对 称 方 旱 [4 一 [Ca 表示 系数 si 上 面 的 
二 次 式 便 可 表示 为 


Ba a 2 | 5 
QO = {i tet) on on “= da | | Ws 
On ay nn) Us 

一 1 TAT 


这 个 式 子 在 式 {5。28) 和 ({5.29) 中 已 给 出 过 。 这 时 可 称 [4 ] 为 二 次 式 筷 阵 ， 洁 [4] 一 旦 给 定 ， 
变量 由 ， 几 as 的 二 该 式 恒 可 唯一 地 雇 定 。 因 为 1 TAI 是 三 重 积 ， 记 以 也 是 一 个 标量 ， 
这 在 5.2.3 节 中 已 经 讲 过 。 者 [4A ] 为 对 角 和 矩阵 ， 册 

OQO={u} EA Addit ot "a (5.39) 
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% 
担 到 的 式 子 是 一 全 只 包含 变 县 平方 项 的 二 次 式 ， 称 之 为 正则 二 次 形 。 

二 次 式 台 的 值 一 盘 可 为 正 、 替 或 负 的 。 但 考 二 次 式 只 有 在 变量 kt 《一 1， 2 下) 多 
为 0 村 才 等 于 9 ， 且 通 沼 只 为 正 值 而 决 不 等 于 负 值 时 称 为 是 正定 的 。 当 二 次 式 为 正定 时 的 拖 
阵 ， 即 如 = 人 4 为 正定 时 的 撼 阵 [4]， 也 称 为 是 正定 的 。 最 简单 的 一 个 二 子 是 ， 当 式 
(5.39) 中 的 系数 a1 ki 一 1，28)》 全 部 为 正 时 ， 宙 此 式 给 出 的 二 次 式 吕 即 为 正定 的 ， 因 
此 ,，『 上 4 一 [acq 显 然 世 是 正定 的 。 

【定理 ?1 主 对 角 元 素 均 为 正 的 对 角 和 所 阵 基 正 定 的 。 

昔 正定 的 拒 阵 [4 为 硒 异 有 时， 于 当 Setf AI 一 4 时， 则 从 所 问 知 ， 一 次 齐 次 联 立 方程 

起 . 
二 i 十 一 十 Dn 和 a 二 六 
Gut ost nts = 0 | 


; Cr 十 鼠 ssB: -二 二 站 
即 [4]4ay 一 1017 基 有 全 10 的 解 。 但 对 于 这 翌 的 解 1a}， 大 使 日 一 人 TAI 一 和 0， 这 
是 与 正定 的 定义 时 只 有 当 {2 + 一 0 有 时 才 有 归 二 0 相 序 盾 的 。 因 此 ， 得 午 下 面 的 定理 ， 
【 定 现 81 平定 的 矩阵 是 正则 的 。 
糙 二 次 式 推 广 到 复 抢 阵 情 形 ， 便 变 成 
H={H*} CC nu} (5.40) 
形式 和 的 所 谓 埃 尔 米 特 形 。 这 里 ，[ Cj 为 埃 尔 米 特 算 了 省 ，{ ww} 为 复 笑 量 ，{x 为 它 的 共 锯 舌 
量 。 埃 尔 米 特 形 的 二 次 式 同样 也 是 标量 。 现 在 令 [C 一 [4 十 开 互 3，1 二 {0} 十 fw}， 来 实 
际 求 一 下 式 (5.40) 的 三 重 积 ， 错 得 
A TECIR COT iW ) AIBN tv Ti 
— {0 TTA tw CAI wTBI0) {UT CBICWw} 
Fit{or cAIW} — {ww} AID {or TL BI{o} + {WwW} TEBI{w}) 
{a) 
考 虚 式 (5,38) 给 出 的 埃 尔 米 畦 矩阵 的 关系 式 ,并 根据 式 (5,.26) 可 知 存 在 tw} Al{w} 一 ({w}" 
4itoy)x。 国 为 (twyT AI ) 蚌 对 标量 转 置 后 的 结果 ， 仇 然 是 这 个 标量 本身， 因此 可 得 {o} 
CAIW} = 一 Ta 。 同 梯 地 ， 可 得 toTB] 二 一 (D7 也 B3(07) 和 TWO 一 
一 (Ww}TCBJ(Ww})T， 它 们 也 局 样 都 是 对 标量 敬 转 置 ， 但 由 于 它们 之 间 盖 一 个 符号 ， 所 以 这 
些 标 量 也 就 必须 等 了 于 0。 于 是 有 10} "Bj{0}) 一 4W} 玉 Bj 4W} 一 0 。 轩 而 式 ( 8 ) 中 的 虚 部 等 于 
0 得 到 下 面 的 定理 : 
【定理 9 埃 尔 米 特 形 末 示 一 个 实效 值 。 
实 对 称 类 阵 只 不 过 是 埃 尔 米 特 矩 阵 中 殿 部 为 0 的 情况 。 因 此 这 个 定理 对 于 由 实 对 称 柴 阵 
和 复 欧 量 构 成 的 埃 尔 米 特 形 ， 当 然 也 是 成 立 的 。 


5.4 和 抵 阵 的 微分 


当 皇 凡 [ 4] 的 元 案 a1 为 莫 全 变量 例如 二 的 国 数 时 ， 则 以 各 元 素 对 于 上 的 微分 dat, (2)W9f 
为 元 素 的 扎 阵 ， 定 交 为 原纸 阵 [54] 的 微分 ， 写 成 由 43/ di。 即 
本 Ep] 上 


ot dt 

”dai dals dais 

dt dt dt 

dos dar, da 

-| 和 彝 dt dt 

da das dann 

、 dt Gt df 

出 如 ， 令 x 为 变量 ， 则 
国 ox 2 x x 
la + a a 
{A(X)I= 
XX _ Xs 
三 让? a> 


an 1! 一 2+2( 幸 -) 1 一 2( 一) 


(DD 


同样 ， 也 可 以 定义 积分 为 


于 基 


| CAYJdt 一 | an(sat | 
例如 ， 对 上 式 中 的 E(x) 的 定 积分 为 


tJ 


SrAldx= 


全 2 1 
-| 
下 面 ， 假 进 某 标量 为 任意 个 变量 4，t。…w 的 函数 。 此 时 ， 车 将 Q 依 次 对 这 些 变量 的 
偏 导数 排列 成 如 下 列 矢 量 : 


50 
Bu 
38 
30 
We = (uy 
30 
Bis 
并 用 8387) 表示 ， 则 称 之 为 国 数 避 对 矢量 
。 HL 
{ww 一 : 
下 


30 。 


本 


宙 


指 矢 量 徽 分 。 换 言 之 ，avafaj， 即 
和 3 


Bt 一 | (5.41) 


G7aU。 
为 偏 微分 运算 子 撩 量 。 现 考虑 1 和 另 一 独立 矢 晤 
| 
{o} 一 。 > 7 
| | 
并 设 Q 为 矢量 44} 与 {0} 的 内 积 。 根据 式 {5.15) 可 知 ， 有 9 一 {hn} Tp} 一 人 7T8 一 二 2 十 于 cu: 十 
"Uns 靶 得 9Q/3W = 二 vi 《一 1 2 即 


8 人 CT) BT _ 
uu 0 (5.42) 


直面 考 虑 对 由 如 二 他 全 [4 变 成 的 二 次 式 的 矢量 徽 分 。 些 处 不 必 限 制 矩 阵 [4A) 是 对 称 的 。 
按 式 (5.28) 


QO=adi+ dt :Arie 
ast tat 十 Ga 区 2 


二 otitts | ndrlin 二 "十 Onntt: 
并 顺 族 对 由 ， za za 求 柄 报 分 ， 得 


au Grd ont 十 《ET astts anttn) 


umount Fos )} 十 (qhat 十 Cast 十 … 十 sz) 


-如 = COutt TF ntta + ni) Cat 站 ao nt 


车 将 它们 集中 起 来 ， 便 知 会 有 
EA CAI TCAT{R) = (CAFLAIT) {a} 


现在 合 [Bj 一 [ 竹 ] 十 (4)"， 紫 式 使 变 为 


a({n}y TAIuY) 
Tam CBIn} (5.43) 


于 是 对 作为 标量 的 二 次 形 Q 一 {4} "CAJ{w} 求 矢量 微分 的 结果 相当 于 乱 隆 和 矢 甘 的 积 ， 也 就 是 
相当 于 一 个 列 矢量 。 根 据 定理 ! ， 此 处 的 矩阵 [ B 通常 是 对 称 的 。 但 必需 注意 ， 这 里 原来 的 
二 次 形 矩阵 CA 不 是 对 称 的 ， 而 按 式 (5.43) 的 矢量 微分 得 到 的 答 阵 [3] 适 常 是 对 称 的 。 
在 一 次 形 的 矩阵 [4 本 来 就 是 对 称 的 情 况 时 ， 由 式 (5.3) 知 [B=2CAJ， 因 而 式 (5.43) 
使 有 刻下 形式 ， 
EAE ac A (5.44) 
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5.5 奖 有 值 问 题 
在 式 (4.7) 中 求 两 质点 的 无 阻尼 固有 有 鸯 频 率 信 有 时， 令 p* 二 一 和 ， 则 有 


Kt Kiatts = hm } 
Kt Rs, CO— Nady 
潜 进 一 步 设 
Ks Kl; Hh 0 tr 
[x w= [, ») = { 人 上 一 ta 
恒 可 表示 成 [AH 人 一 和 CEB3E 那样 的 告 阵 形式 。 若 将 式 {1a ) 进 一 步 扩 大， 使 成 为 多 变量 
Hi Wray 便 可 得 到 
Kuti EisHgt 二 Ey = HW 
Ki 十 民 pos 二 "二 Ens AN 


Ky Ettsd dn Naltn 


仍然 设 
Kr Kr °°* Klin Hm | Wi 
he 
站 
便 能 得 到 
[43{ay =—ACBI{u} (5.45) 


两 质点 系 的 无 阻尼 振动 问题 ， 归 根 到 底 是 寻求 满足 式 (a ) 的 频率 值 @ 一 v % 和 振 型 
za， zs。 一般 情况 下 ， 布 用 规定 式 {5.45) 中 的 [了 ] 为 对 角 邱 阵 。 在 芳 虑 更 一 般 的 方 阵 有 时 ， 寻 
求 注 中 这 个 式 子 的 和 {4 }) 的 河 题 称 为 央 有 值 问题 。 称 形 如 式 (5.45) 那 样 的 式 子 为 固有 慎 问 
题 方程 式 。 

5.5.1 固 清 值 与 加 有 有 基 就 

。 国 有 值 问题 方 轻 式 的 解 

在 式 {5.45)7) 给 出 的 固有 值 问题 方程 式 中 ， 当 全 部 元 素 均 出 实 的 上 次 方 阵 F54] 和 [了 3] 给 出 
上 时， 问题 就 成 为 决定 满足 此 式 的 标量 》 与 矢量 {14;， 在 最 一 般 的 情况 下 处 理 这 样 的 问题 是 根 
图 难 的 。 这 里 有 当 用 两 个 假定 ， 

( 1) A) 与 [B ] 均 是 对 称 矩 阵 ， 

〈《 开 ) 蝶 隆 [BJ 是 正定 的 。 
这 样 问题 得 到 了 简化 ， 解 的 性 质 也 变 得 容易 理解 。 在 局面 振动 系统 的 固有 值 问题 中 ， . 误 是 这 
个 假定 是 训 无 向 题 的 。 

车 设 [B ]) 为 正定 的 ， 按 定理 8 [ B ] 便 为 正则 的 ， 时 此 着 第 阵 [ 卫 3 :必然 存在 。 将 它 前 乘 
式 (5.45)， 恒 得 到 CBI-CAI{w} 一 和 {fw}， 医 令 5BI-:[4) 一 LC]， 则 式 (5.45) 便 可 表示 成 

【CD 一 六 人 (5.46) 
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根据 定理 5 ，[ 忆 ] 一 是 对 称 的 ， 员 然 [4] 也 是 对 称 的 ， 但 由 定理 2 ，(C3=[B] 4] 就 未 必 是 
对 称 的 ， 这 一 点 必须 注意 。 
式 (5.45) 可 以 写成 
(CAI— NCBI) {Hw} = 0 (5.47) 
式 中 车 [4 一 ka，{fB] 一 [9 则 人 恒 等 间 为 ! 次 齐 次 联 立 方程 式 ， 
Can— AMP) (Cas— bs ust (a — Abr) 0 
CA — ba) tt Cas— Ah) st ND 0 | 


[CITT 


{a) 


通常 现 定 {t 一 40 ?为 无 意 史 的 解 或 平凡 解 。 众 所 周知， 为 使 1410 ， 即 式 (5.45) 或 式 
(a ) 存 在 有 意 交 的 解 或 非 乎 几 解 对 ， 须 令 


detfrA4J 一 和 [IJ) 一 0 (5.48) 
肛 须 限定 
A bs eT— bts din ~ ADin 
at 一 As coa— ABas ee 2"— Xn 
: : :i 《by) 
rr] — Absy 3 一 ne re ten— Abnn 


若 将 式 (5.48) 或 式 (b ) 的 左边 展开 为 关于 的 # 次 多 项 式 ， 便 能 得 到 所 谓 的 固有 多 项 式 。 使 
固有 多 项 式 等 于 0 的 式 (5.48) 或 式 ( b }， 是 一 个 关于 和 的 二 次 代数 方程 让 ， 称 为 固有 方程 式 
或 转 征 方程 式 。 固 有 方程 式 具有 和 矩阵 [4] 和 [BI 次 数 相等 的 上 个 根 和 《ji 一 1，2…r)， 这 
芍 痕 册 做 固有 值 问题 方程 式 (5.45) 的 固有 值 。 信 有 值 通 常 豆 不 相等 。 即 可 认为 固有 方程 式 基 
没有 重 根 的 。 下 面 就 在 这 一 假定 下 作 进 一 步 讨 论 。 

固有 慎 一 旦 确定 ， 将 它们 代入 式 (a ) 醒 能 得 到 基于，&s…us 的 nn 元 1 次 齐 次 联 立 方程 
式 。 求 解 此 联 立 方程 式 可 得 到 与 各 国有 值 对 应 的 国有 函数 4，(i 一 1，2…p) 或 讲 嘴 方程式 
(5.45)》 的 矢量 { 忆 }。 这 样 求 得 的 矢量 称 为 固有 矢量 或 模 态 【 振 型 ) 撩 重 ， 因 为 固有 值 有 m 
个 ， 所 以 园 有 拓 量 也 有 六 个 ， 可 把 这 些 矢 量 记 作 {2 (一 1，2…m)。 因 有 矢量 是 互相 线 
性 独立 的 。 

但 是 因为 式 (a ) 中 的 布 边 全 等 于 0 ， 是 一 个 齐 次 方程 式 ， 因 此 无 靶 确 定 固有 矢量 他 纺 》 
各 分 量 的 绝对 值 ， 而 只 能 决定 各 分 量 之 得 的 比率 反 ” :57 ; … ;wi 。 如 要 想 确 定 它们 的 
绝对 值 ， 还 必须 缩 迪 其 它 条 件 。 

b。 固 有 人 居 的 卖 正 数 性 

在 前 面 讲 到 的 决定 固有 什 的 过 程 中 ， 对 了 于 任意 一 -个 固有 值 ， 都 假定 有 一 个 固有 攻 量 与 
之 对 应 ， 并 且 满 是 式 (5.45)， 即 [4){w} 一 Ca 。 现 在 考虑 1u } 为 复 矢量 的 情形 ， 对 此 
式 的 两 过 前 乘 fu*y7， 得 到 {a*yr7C4]1ey 一 2ta*y7fB3tuy， 因 而 

一 ‘© 
根据 前 面 的 假定 ( 1 )， 因 为 [41、[B 都 是 对 称 入 阵 ， 所 以 该 式 的 分 县 和 分 于 也 都 是 埃 尔 米 
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特有 形 的 ， 由 定理 9 都 本 表示 成 实数 。 因 此 因 右 值 % 为 实数 。 
车 和 是 实数 ， 式 {a ) 中 的 系数 恒 全 部 为 实数 ， 对 此 求解 4 【一 1，2…8) 的 过 程 也 都 
是 实 蓝 运算 ， 它 们 的 解 〈 即 轩 有 矢量 ) 也 全 都 是 实 人 矢量 。 因 此 式 (c 可 以 表示 成 二 次 式 的 
商 : 和 二 {YCAI{H} A TEBIIH}), 
按照 假定 (ii， 因 为 二 次 式 {a)7 CBA 是正 定 的 ， 分 母 通常 为 正 ， 倘 车 矩阵 [41 也 是 正 
定 的 ， 分 子 值 也 就 为 正 ， 则 加 有 值 》 也 是 正 的 。 将 上 述 结 果 归 纳 起 来， 得 到 下 面 和 的 定理 。 
【定理 10】 在 方程 式 [4)1w) 二 和 ACB] fw} 中 ， 营 [A 和 和 2B) 是 对 称 姬 阵 ， 且 [8} 又 是 是 定 
的 ， 列 冰 有 十 和 固有 矢量 全 是 实数 : 蔡 54 2 也 是 正定 的 ， 则 辕 有 什 金 都 为 正 。 
c。 柳 态 《 扰 型 ) 起 阵 和 诈 起 隆 
当 固 有 值 问 题 方 程式 中 的 矩阵 [4J、fB 1) 为 nn 次 方 阵 时 ， 如 前 所 述 ， 可 以 岂 定 7t 个 固有 
情 和 与 之 对 应 的 区 个 BB 维和 量 。 通 常 按 固 有 值 的 大 小 须 序 依次 排 到 成 
MD A he A 
并 给 以 序号 。 这 样 得 到 的 硕 序 号 叫 散 固有 值 的 模 坊 阶 数 【 振 型 阶 数 》 或 者 筷 单 地 称 作 阶 数 。 
与 因 有 健 的 阶 数 胡 对 应 的 固有 矢量 
下 全 ~ 
wn ， 一 1，2.…H 
un | 
息 给 以 相应 的 阶 数 。 
把 各 加 有 舌 量 从 第 1 阶 到 第 RR 阶 分 六 如 
Hf? 下 人 本 Hi"? | 
WD Wi a WW 
{UI=, ， ; : (5.49) 
. WD WED 
那样 ， 配 置 在 方 阵 的 第 上 列 到 第 n 列 ， 所 得 的 方 话 称 为 固有 值 癌 题 方程 式 (5.45) 的 模 态 《 振 
型 ) 矩阵 。 因 为 固有 矢量 是 线性 独立 的 ， 故 揽 态 算 竹 应 为 正 刚 的 。 此 外 ， 把 固有 值 失 第 ! 阶 
到 第 严 阶 如 


| \ 1) 0 六 
六 ta) en 0 
[43… . , (5.80) 


| 
那样 作为 主 对 角 元 素 所 构成 的 对 角 和 矩阵 。 称 为 固有 值 问 题 方程 式 (5.45) 的 谱 和 矩阵 。 
任意 一 个 固有 值 X > 和 与 之 对 应 的 因 有 矢量 4a ‘7? } 都 须 满足 固有 值 问题 方程 式 (5.45)， 


因此 人 恒 有 以 下 关系 , 
CA DP}=N VLBI DY} j=1, 2 {5.51) 


在 应 用 由 式 (5.49) 和 式 (5.50) 定 义 的 模 态 ( 振 玉 》 候 隆 和 谱 和 矩阵 时 ， 可 以 把 这 些 关系 式 归纳 


在 一 起 ， 简 洁 地 表示 为 
CAICUI=CBICUICAY (5.52) 


在 式 中 后 有 乘 一 个 对 角 和 矩阵 [A 3， 其 意义 上 只 要 看 一 着 式 (5.24) 就 会 明白 。 
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5.5.2 国有 矢量 的 正 交 性 
中 和 A 中 是 两 个 不 同 的 固有 信 ，{ 仆 } 和 {4 中} 为 分 别 与 之 对 应 的 固 有 矢量 ， 因 为 它 
们 都 应 满足 式 (5.45)， 即 
CA } =A CBI{u™} . 
CAI{W™ } A BI} 
首先 将 第 1 个 式 转 置 ， 然 后 后 苹 {u“*”}， 便 有 
(CA OT (CB) Tu 
参照 式 (5.22)， 并 注意 [4AJ、[ 3 ] 为 对 称 算 阵 ， 合 得 


TA DY A TB (b) 
接着 ， 对 式 ( a ) 中 的 第 2 式 前 乘 {w 中 }"， 变 成 
uO AI A TBI {nu ™} (ec) 


现 求 式 t b ) 和 式 (¢ ) 之 差 ， 得 
{和 Cry — {nm YTIBI{U YS? 了 一 口 


热 而 由 于 % 中 一 A 路 夺 0 ， 便 得 


4 [一 ris (5.53) 
式 (5.15) 曾 经 提 到 ， 在 通常 窒 义 下 两 个 矢量 的 正 交 条 件 为 它们 的 内 积 等 于 60， 即 
HTH} =0 (d) 


与 此 对 应 的 式 (5.53) 变 为 将 朱 阵 [5B ) 介 于 中 阅 的 三 重 积 ， 为 此 称 为 和 失 量 人 路} 与 仅 人 } 通 过 
朱 阵 C BI 的 正 交 。 式 (d ) 是 [Bj 为 单位 算 阵 ， 肥 [BJ] 二 EI 时 的 一 个 特例 。 科 者， 由 式 
(5,53)， 并 根据 式 (b ) 或 式 ( 6 )， 可 得 
{mA}=0 racs (5.54) 
即 可 理解 为 两 个 固有 矢量 也 是 中 过 和 矩阵 [4A] 正 交 的 。 归纳 以 上 所 述 ， 可 得 如 下 的 关于 固有 矢 
县 的 正 迹 性 定理 。 
【定理 11】 与 方程 式 [4){4} = 一 XCB] tu} 的 任意 两 个 不 等 固有 值 对 应 的 固有 和 朱 量 是 遗 过 短 
阵 E4D 和 [B87 正 交 的 。 
但 是 。 如 假设 C8] 为 正定 的 ， 且 C4 7 也 为 非 奇 异 的 ， 则 有 
OA 0 tu}TBI{u V0 rs (5.55) 
下 面 考虑 关于 模 态 算 阵 【5 的 三 三 重 积 - 
CUITLAILUI, 用 图 5.3 所 示 的 福 尔 克 图 表 来 
描绘 ， 不 难 理解 方 阵 [Dr7[4] [0 的 第 i 行 
第 了 列 元 素 为 妈 记 [AI 仙人}。 按 式 
{5.54)， 当 主 夺 了 时 非 对 角 元 素 均 为 0 按 dT 
式 (5,55)， 只 有 二 时 主 对 角 元 素 才 被 保 “ -全 
。 打 此 ， 由 KUDTT43 [U0 得 到 的 积 为 一 对 
角 矩 阵 。 此 和 外， 对 于 5CDIEBSICUD 也 能 得 到 
同样 华 结 果 : 图 5.3 福 尔 克 图 表 中 的 [UjTEAICU) 
COITCAICUOI = Fu DTA {nh CD } 
[UITTBICUI En 2 TB 人 可 


[UA 


rs] 


(5.56} 


PD 1 贰 本 


【定理 12〗 车 [DC 为 方程 式 [4 ta》 二 MLBJ4W) 的 模 态 矩阵 ， 潮 短 阵 k4J 和 [3 可 词 时 由 
CUITCAICUJ，CUITCB3CUD) 对 角 化 。 


5.5.3” 搜 是 有 撩 最 展开 
设 t 5 (j= 1 ，2-…n) 为 解 固有 和 值 问 题 方程 式 [4)(4} 一 ACBI{w} 时 得 到 的 个 固有 


矢量 ， 峙 任意 ?维和 撩 量 { < } 能 被 表示 为 这 些 固有 矢 基 的 线性 组 合式 ， 如 
{RX ya 十 {2 PE 十 :十 [i ya” 


不 
一 5 tan yq | (a) 


j=} 


模 言 之 ， 任 意 笑 量 有 可 能 按 固 有 关上 髓 展开 ， 这 里 称 式 ( a ) 中 的 系数 9。4 叶 尺 g "为 措 态 


乘 子 。 
考虑 由 模 态 张 子 构 成 的 笑 县 
和 {1 | 
CE 
19} 一 
[| 


并 设 (Z JI 为 模 态 第 阵 ， 则 可 把 江 ( a ) 表 示 成 
《区 ?一 [US {5.57) 


车 将 {x } 和 {9 } 的 各 分 量 分 别 看 作 表 示 # 维 空 间 的 坐标 ， 则 式 〈5.57) 者 意味 着 在 两 个 坐标 
系 之 阅 的 毕 标 变换 ， 模 态 从 阵 [5 使 成 为 它们 之 疗 的 变换 矩阵 。 
车 式 (5,.57) 左 边 的 矢量 {x*} 为 已 知 的 ， 则 模 坟 对 子 48，q 中 可 以 采用 基于 轩 有 
矢量 正 交 性 欧 定 理 12 来 确定 。 即 车 在 式 (5.57) 的 两 边 前 璨 CCJ 0B]， 俐 可 得 到 
[CU]TCB]{X 一 CI BILE]19) (Cb) 
由 定理 12，[UI*CBICUI 是 对 角 拭 阵 ， 根 据 式 (5,55) 它 的 主 对 角 元 素 不 为 0。 困 此 对 角 年 阵 
COI™CBIJLU1 蚌 正则 的 ， 由 式 (b ) 可 得 


{a = (0ITEBICOI UIC BI (x) (5.58) 
于 是 各 模 态 系 子 可 表示 为 
ery {WD TBI{xY 
qm yiBu sy lei, 2%n (5.59) 
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第 六 章 多 质点 系统 的 振动 
6.1 建筑 物 的 模型 化 


6.1.1 质 匡 的 集中 化 

建筑 结构 物 是 由 梁 。 柱 、 楼 板 、 墙 肛 ， 基 础 竺 物件 组 成 的 ， 各 构件 都 有 与 其 各 自 材 料 、 
尺寸 相对 应 的 重合 。 这 些 重量 统 你 为 保 荷 重 。 砂 外 ， 在 建筑 物 里 还 村 承受 人 、 家 上 只、 器 具 、 
运 备 等 重量 ， 这 些 附 加 的 重量 称 为 活 荷 重 。 在 活 敬重 中 ， 除 了 设备 以 外 的 其 它 重 量 均 会 有 随 
有 时间 而 变化 的 移动 和 集散。 众所周知 ， 在 进行 抗震 没 计 时 ， 只 是 粗略 地 将 平时 荷 蛋 的 平均 导 
作为 计算 地 震 力 用 的 重 最 。 

寻 筑 物 的 重量 是 由 果 荷 重 竹 活 荷 重 加 在 一 起 计算 的 ， 并 且 接 建筑 物 的 形状 和 用 途 分 布 在 
建筑 物 的 各 个 部 分 。 图 6.1 对 当 令 具有 代表 性 的 几 种 建 筑 物 ， 纵 出 了 它们 的 单位 面积 重 其 沿 
其 高 座 的 分 布 情况 。 从 送 个 图 上 可 以 清 想 地 看 出 ， 不 管 建筑 物 的 构造 形式 如 何 ， 建 筑 物 的 重 
景明 显 地 集中 在 各 个 楼 板 宕 上 。 从 这 实际 情况 出 发 ， 在 前 定 建筑 物 的 动力 分 析 模 型 时 ， 就 有 
充分 的 理由 把 二 分 之 一 层 高 范围 内 的 信 部 重量 集中 到 各 自 相 应 的 楼 板 居 上 ， 即 可 采用 所 谓 的 
集中 质量 系 或 质点 系 的 模型 。 与 其 它 构筑 物 和 机 械 芭 统 相 比 ， 一 般 来 说 ， 还 没有 看 到 过 有 象 
建筑 物 动 力 分 析 这 样 的 极为 简明 的 模型 。 

要 不 要 将 沿 高 度 分 布 的 集中 在 楼 板 居 处 的 质量 进一步 考虑 在 平面 内 进行 分 配 和 集中 ， 这 
要 祝 分 析 的 目的 和 了 要求 的 精度 以 及 建筑 物 的 力学 特性 而 定 。 若 要 将 某 一 楼 板 康 上 的 质量 分 成 
更 细 的 集中 质量 ， 有 一 种 方法 就 是 如 图 6.2( a ) 所 示 ， 把 图 甲 以 二 分 之 一 跨度 为 分 界 线 的 阴 
影 范 围 内 的 质量 集中 到 柱状 部 ， 即 框架 的 节点 上 。 喜 这 种 方法 ， 建 筑 物 的 质 基 和 将 被 集中 浏 如 
图 8.2(b ) 所 示 的 质点 上 去 。 

. 采用 这 种 将 楼 板 的 质量 集中 到 节点 上 的 方法 ， 对 考虑 建筑 物 的 水 平 振动 或 者 近似 水 平方 
向 的 振动 是 妥当 的 。 但 是 在 把 辟 南 振动 作为 研究 对 象 时 ， 因 为 要 把 如 图 6,.2(¢ ) 所 示 那 样 用 
梁 围 起 来 的 楼 板 及 其 上 面 的 活 背 重 的 局 部 振动 考虑 成 为 主要 的 振动 ， 央 此 上 而 所 讲 的 那 种 集 
中 化 方 灶 人 恒 不 合理 本 。 

图 6.2( b ) 是 形状 规 正 的 建筑 物 例 子 ， 当 建筑 物 的 形状 不 规 正 或 形状 特殊 ， 或 者 重量 分 
布 明显 不 均匀 有 时， 必须 根据 各 种 实际 状况 考虑 适当 的 集中 化 方法 。 

6.1.2 自由 上 庶 . . 

图 6,3( a ) 采 用 图 1.1( a ) 所 示 的 与 地 表 固定 的 右手 坐标 系 来 表 东 者 于 读 举 标 午 中 的 -- 个 
质点 。 这 个 质点 能 沿 x， 了 ，z 三 个 正 交 的 坐标 轴 方 向 作 狭 义 的 位 移 ， 妈 平移 六 动 ; 并 月 x， 
y，z 分 别 表示 质点 重心 的 平移 量 。 并 规定 按 图 中 x ，y ， z 坐标 轴 正 向 为 正 。 此 外 ， 这 个 
质点 还 能 绕 x ， 了 ，z 三 轴 进 行 旋转 。 共 旋转 角 分 别 用 工 ， 了 ， 荆 表示 ， 末 中 稍 头 表 法 旋转 
万 笛 ， 并 疮 定 接 右 螺旋 法 则 ， 涪 坐标 玫 正 方向 前 进 为 正 。 这 样 ， 恒 把 平移 和 旋转 一 起 总 称 为 
广 芯 位 称 。 
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1.0 15 
分 布 重 景 (tfm9 分 布 重 量 (tm7) 


(0 五 层 饥 和 泥 卜 土 境 结 的 公 寅 如 七 雇 侗 简 沪 具 土 拒 架 结构 公 和 


地 面 电 


站 5 
分 布 重重 ft/m] ， ,分布 重量 人 ja ， 


、 本 七 展 ( 珊 下 一 尾 ) 杭 结构 力 公 接 建 过 针 十 一 层 ( 络 下 -- 层 } 劲 性 是 稍 瀑 奉 土 办 公 楼 如 筑 


图 6.1 建筑 物 雪 旦 滑 高 庶 的 分 布 


图 6.2 ”质量 的 集中 化 图 8.3 质点 的 自由 度 
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上 述 的 x*，y，z，58 中 2 中 的 任 孝 一 个 都 可 以 通 过 预先 约束 使 别 的 位 移 不 发 生 而 分 
田 任 意 给 定 ， 所 坟 它 们 是 互相 独立 的 。 和 而且， 给 定 了 这 6 个 位 移 量 ， 质 点 的 状态 恒 被 完全 次 
定 , 反 之 质点 的 任何 状态 也 者 能够 分 解 成 这 6 个 位 移 来 表示 。 这 种 互相 独立 的 可 能 适 动 方向 的 
数目 ， 换 言 之 ， 为 了 完整 地 表示 状态 所 必需 的 位 移 数 称 为 自由 度 。 固 此， 一 般 一 个 质点 的 自 
由 度 为 686。 因而 由 n 个 质点 绝 成 的 系 鱼 ， 它 的 自由 度 一 般 为 后 。 

对 由 *# 个 质点 组 成 的 质点 系 中 的 各 质点 ， 分 别 从 1 到 1 给 以 适当 的 编导 ， 恒 可 用 x,,y,， 
zs 王 9 和 5 表示 第 守 个 质点 的 位 移 ， 将 它们 写成 列 矢量 形式 为 

:xs 

| Ys 
EA 


{3 小 = 。， 《6。1) 
Ei 


EE 
Ri 
称 苔 让 为 质点 t 的 位 移 拓 量 。 而 且 若 令 各 质点 的 位 移 笑 量 为 子 征 阵 ， 则 人 可 用 Gn 维 请 闫 垦 米 表 


{6:} ys 
(6,.2) 


fed = 


FE 
示 全 部 质点 的 位 移 ， 称 作 质 点 系 的 位 移 笑 景 。 
和 图 6.3( a ) 给 出 的 6 个 位 移 相对 应 ， 从 外 部 作用 于 质点 的 任意 力 和 力矩 ， 可 采用 如 图 
(b) 所 给 出 的 6 个 分 量 来 表示 。 图 中 Px，Py， 忆 为 作用 在 质点 重心 上 的 沿 x*， 了 ，z 轴 方 
向 的 力 ，Pz，P3，P: 分 别 为 在 三 个 旋转 轴 方 向 上 的 作用 力矩 。 力 和 力矩 总 称 为 广义 力 ,与 图 
(ay 中 前 位 移 情况 一 样 ， 把 沿 图 中 第 头 方向 的 必用 定 为 正 。 和 将 必用 在 质点 i 上 的 力 下 示 成 6 
维 列 矢量 


了 
| pr 
Pat 
{P,} = (6.3) 


Er， 
并 称 为 作用 于 质点 的 力 舌 景 ;而 且 用 54 维 列 矢量 来 表示 作用 二 质点 系 的 力 矢量 。 作 用 于 质点 系 
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中 各 质点 的 力 ， 除 有 从 系统 外 部 作用 的 外 力 外 ， 还 有 因 系 统 内 部 其 它 质点 的 位 移 或 速度 引起 
的 内 力 ， 开 示 动态 作用 的 外 力 矢量 叫 伍 激 振 矢 最 。 


{P:} Pps 
IP}= y= : (6.4} 
\ 


Eas 


6,.1.3 质量 算 阵 
令 mi: 为 任意 质点 i 的 质量 ， 对 于 x ，Y ，z 和 任 一 方向 的 运动 ， 它 都 是 不 谈 的 ， 但 是 为 了 
与 自由 度 相 对 应 ， 这 里 分 别 用 mist，friy,，MH4 来 表示 。 实 际 上 当 赣 有 mx 一 myt 一 1 一 
此 外， 质点 还 有 其 重心 对 旋转 埋 工 ，y7 ，z 的 者 性 第 ， 一 般 即 使 同一 质点 ， 共 惯性 算 也 
随 轴 的 方 疝 而 异 。 即 所 局 知 ， 相 对 于 把 质量 与 加 速度 之 积 表示 成 为 ， 可 把 惯性 炬 与 角 加 速 谋 
之 积 表 示 成 力 拭 。 于 起 惯性 和 撼 岂可 理解 鸭 一 种 广义 质量 ， 质 点 记 对 碟 转 轴 工 ， 了 ，z 的 惯性 
类 可 分 别 写 成 mzt， Pri Mie 
这 些 广 浆 质 量 可 表示 成 6 阶 对 角 生 和 儿 的 形式 
mnDDnDbnDnD 
Oro DOnD 0 
0 Om:0 0 0 


EM = 
0 0 Om:0 0 
站 DO DO 0 mr 人 0 
CDD DO Dm 
并 称 之 为 质点 ;的 质量 子 矩 阵 。 


进而 ， 若 质点 系 由 # 个 质点 组 成 ， 出 将 各 点 的 LM 3 作为 第 1 个 主 对 角 元 素 所 得 到 的 6n 阶 
对 角 和 矩阵 称 为 质点 条 的 质量 矩阵 ， 形式 如 下 ， 
EMNY [0 [0] 


Te TO 
= 9 E 四 ] 《8.5) 


[0] [0 
在 式 〈6.5) 苔 出 的 对 钊 矩阵 中 ， 因 为 它 的 主 对 和 钊 元 素 都 代表 质量 ， 自 然 都 是 正 的 。 由 定 


列 7 可 知 ， 质 量 抱 阵 是 正定 的 ，。 设 任意 质点 i 没 x，y7，z ,xy 了 。 工 方向 的 速 庆 〈 含 角速度 
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在 内 的 广义 速度 分别 为 84，。#， Xi Ys 加， 本 式 《6,2) 一 样 ， 设 质点 系 的 速 诺 拓 恒 
为 416j}， 则 质点 丢 的 动能 为 下 列 二 次 式 ， 

T =- {81TMIG} (6.6) 
具 要 质点 系 运 动 ， 则 动 允 [ 即 式 (6,6) 中 的 二 皖 式 T】 总 是 正 的 。 根 所 正定 的 定义 ， 丰 知 质 


量 所 阵 也 是 正定 的 ， 因 此 根据 定理 8 ， 质 最 矩阵 是 正则 的 。 
营 求 动能 工 对 矢量 {6} 的 微分 ， 由 式 (5.44) 可 得 


个 . 
G1 一 EM (6.7) 

6.1.4 了 刚度 矩阵 

如 前 所 说 ， 一 个 请 点 可 以 有 洗 和 ,了 7，z ,天 ，y ，Z 6 个 方向 上 的 位 移 。 所 亩 党， 
了 了 ，z 方 向 上 的 位 移 赛 味 着 分 别 绕 x, 了, z 轴 的 旋转 。 局 样 地 ， 作 用 于 质点 于 的 力也 可 以 用 
语 X 7，z ，X，y7y，zs6 个 方向 上 的 分 量 来 瑚 示 。 不 必 说 ， 在 和 ， 立 ， 上 上 方向 上 的 力 的 
分 量 分 别 表示 对 xX，yY，z 轴 的 旋转 力矩 。 

现在 对 质点 么 施加 约束 ， 只 令 某 一 质 卜 1 在 可 能 的 8 个 位 移 方 商 中 的 某 一 个 方向 上 有 音 
位 位 移 值 ， 而 其 余 质 点 均 不 狼 征 位移 。 于 是 在 弹性 奢 料 的 作用 下 ， 与 质点 这 接 的 另 一 质点 
i 将 受到 弹性 力 并 缀 生 位 移 。 虹 于 质点 主 的 位 称 受 到 约束 的 缘故 ， 就 必然 要 对 它 加 上 一 个 
力 。 懈 这 样 一 类 的 力 称 为 带 结 节点 站 与 节点 了 的 构件 的 刚 庶 系数 或 质点 了 与 了 之 间 的 并 库 影 
响 系 数 。 

这 对 子 给 定位 移 后 质点 本 身 也 是 一 样 的 。 在 通常 的 情况 下 ， 也 会 使 这 个 质点 语 其 它 方 向 
上 产生 位 移 ， 但 由 于 它 的 其 它 5 个 位 移 邦 受到 了 的 东 ， 了 枫 比 也 就 必然 亚 到 作用 力 。 而 及 要 使 
质点 在 任 章 方向 有 单位 位 移 ， 阳 当然 要 在 这 个 方向 加 力 ， 共 结果 使 质点 受到 6 个 分 量 的 力作 
用 。 这 些 力 的 分 量 也 同样 是 刚 讶 系数 ， 即 该 质点 对 其 白 身 的 团 度 影响 系数 。 

刚度 系数 一 般 用 下 述 记 号 来 表示 : 

KP ， 质点 1 和 站 美 于 +t 和 8s 方向 的 刚度 系数 。 即 所 有 质点 的 全 部 位 移 均 处 于 约束 状态 ， 
只 给 质点 于 以 洪 s 三 向 的 单 位 位 移 时 ， 为 使 质点 宇 不 产生 位 称 而 应 在 其 ?方向 施加 的 力 。 
这 里 ， 也 包 合 当 二 了 和 rT 二 8 的 情况 。 f 和 ss 是 指 X，Y， Zz， xX, Y, 三 诸 方 向 中 的 
任 窒 一 个 ， 而 且 位 移 和 力 均 取 图 6.3 中 第 头 表 示 的 方向 为 正 。 

例如 启 是 当 给 定 质点 j 阁 x 方向 的 单位 位 移 (平移 ) 时 ， 为 使 质点 i 在 了 方向 ( 绕 Y 轴 
的 旋转 商 ) 不 发 生 位 移 ( 旋 转 ) ,而 应 在 了 方向 施 却 的 力 ( 力 算 )。 或 者 可 以 理解 为 当 其 余 所 有 质 
点 的 全 部 位 移 狠 辕 定 而 对 质点 了 给 以 灌 工 方向 上 的 单位 位 移 时 ， 在 质点 主 的 了 方向 所 产生 的 
力 。K 有 表示 质点 了 在 方向 给 定单 位 位 移 时 ， 应 在 簿 工 方 向 施加 的 力 。 

甘于 刚度 系数 记号 中 的 下 标 和 上 标 ， 其 后 面 的 字母 代表 给 定 护 移 的 质点 和 方 册 ， 即 家 
去 主动 的 一 俩 ， 前 面 的 字母 代表 出 此 而 受 力 的 质点 和 方向 ， 也 即 表示 被 动 的 一 侧 。 刚 诬 
系数 的 量 网 一 般 汶 力 / 位 移 ， 具 体 地 来 说 可 以 为 t/cm，t/rads t-mycms tmyrad 中 的 某 一 
个 。 : 

质点 了 和 了 之 间 的 刚度 系数 〈 也 包含; = j 的 场合 ) 一 般 在 主动 方向 和 被 动 方向 各 有 8 
个 ， 合 让 有 68 X68 一 36 个 。 可 将 它们 排列 成 6 行 和 #8 列 的 盾 阵 称 为 质点 让， 了 之 间 的 刚度 系 
歼 王 矩阵 。 当 质点 了 与 了 之 间 无 构件 连结 时 ，5 瑟 人 人 恒 威 为 堆 失 阵 。 
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ge Ky Ky RE Ke Ky 
玉环 Ky KY Ky KH KEKE. 
EK,1= KI Ky Ky KH Ky KS (6.8) 
EF KS KY KY KR Ky 
KF Kf Ks Ky Ky Ky 
Ky Ky Ky Ky KY Ky 
对 质点 j 同时 在 各 个 方向 给 以 单位 位 移 时 ， 只 要 质点 系 是 弹性 的 ， 这 些 位 移 对 质点 1 的 
影响 可 以 作 有 登 可 。 而 且 当 质点 j 给 定 的 位 跑 不 是 单位 位 移 而 是 5 时 ， 则 对 质点 i 各 个 方向 的 
影响 也 都 增加 & 倍 。 因 而 当 质 点 于 的 6 个 方向 分 别 给 定位 移 xz，?r，zr， 吾 ;， 直 2 时 ， 为 
约束 质点 让 在 8 个 方向 的 位 移 击 应 施加 的 力 可 表示 为 


Prr 六 天 Ky K¥ RFF KD 大 Ty 
Prt RI RY EY Kr KY Ky 3 
Pl |KE KB Ky 下 和 Ky KE | | = 
Pul [KE Ky RE Ky Ky| 1s, 
Pr KF Ky KY Kr Ky Ky Fy 


¥ 豆 一 
Prt 1 地 Ksy Ki Ki A KK 让 


若 按 式 (6.3)、(6.8) 和 (6,1)， 则 可 写成 


{Py 一 [下 (a) 
式 中 {P 小 ,表示 质点 于 的 贡献 ， 因 此 车 将 全 部 质点 的 贡献 于 加 ， 人 恒 得 
{Pd} = 2 CK,)1{0,} (b) 


对 于 王 质 点 系 ， 和 将 式 (8.8) 所 示 的 刚度 系数 子 拭 阵 [ 天 ,作为 第 1 行 第 j 列 元 素 所 组 成 
的 归 次 方 阵 
| (Ra) 工区 [| 


| _ Kgs] 加 
CO | Ke) Co CE (6.9) 


| CK.) EK) ~ EK,) 
称 为 系统 的 刚度 系数 矩阵 或 考 简单 地 称 为 刚 诬 系 阵 。 
如 果 把 系统 的 位 移 矢 县 用 式 (6.2) 的 究 式 来 表示 ， 而 把 加 在 系统 所 有 上 质点 鞋 的 力 矢 量 
用 式 (6.4) 的 方式 来 表示 时 ， 就 能 得 到 如 下 关系 式 ， 
tp | CRY EEE) ce) | 43 | 


P, K,, Bh] .ee K,, ds 
{| Co ha) a ] (04 ， Ce) 
tp.} | (CK) [KE +o [Ko | | 
或 者 
{ 一 【天 了 GT {6.10) 


* 了 记 史 4 


刘 果 考虑 到 有 式 〈b ) 的 美 系 存 在， 并 在 式 〈e ) 了 两边 的 元 素 间 按 5,2,5 节 所 示 的 分 英 扎 阵 
羔 革 列 出 ， 式 《6,10》 的 关系 就 容易 理解 。 

根据 如 上 所 述 的 刚度 系数 特点 ， 就 能 把 建筑 物 具 有 的 弹 姓 转 性 模型 化 。 求 刚度 系数 的 方 
法 是 结构 静 力 学 问题 ， 本 书 并 不 和 涉及。 出 库 系 数 与 整个 系统 是 静 定 系统 或 静 不 定 系统 无 关 ， 
而 且 即 使 整个 系统 上 共有 十 分 复杂 的 形状 ， 也 只 要 取出 连接 此 节点 与 所 有 有 关节 点 的 构件 ， 并 
求解 由 此 取得 的 较为 简单 的 局 部 构件 系统 ， 在 多 数 情况 下 便 能 求 得 刚度 
系数 值 。 

【全 题 6.1】 求 图 6.4 所 示 质 点 系统 的 刚 坟 矩阵。 各 质点 之 问 由 抗灾 
刚度 为 EI， 长 度 为 于 的 抗 索 构 件 连结 ， 质 点 系 的 基础 与 地 表 冉 定 。 可 以 
只 考 虚 x 方向 和 了 方向 的 自由 姜 。 

[ 解 】 由 于 质点 数 为 3， 它 的 多 部 和 由 度数 为 6 x 3 一 18， 因 为 可 
以 只 考虑 x 轴 方 向 积 绕 与 纸 面 重 直 的 Y 轴 旋 夸 方向 即 了 方向 的 运动 ， 需 
要 考虑 的 自由 庆 数 慑 为 2 X3 一 6。 

按照 定义 ， 所 谓 刚 诬 系 数 是 当 员 对 一 个 质点 的 一 个 方向 给 定单 位 位 
称 时 ， 为 使 各 质点 阁 不 发 生 其 它 位 移 所 必须 加 到 各 质点 上 的 力 ， 由 并 
讼 -转角 公式 (图 6.5 所 示 )、 刚 讼 系数 是 容易 求 得 的 。 因 而 可 得 如 下 刚 。。 图 8.4 3 质点 


诬 蜡 阵 ; 系 《 6 自由 讼 ) 
下 只 2 KE KE {RR KY 6 一 3 -6 一 9 0 
KK (人 人 人 -3 rz A FF 0 0 
KB KHY [KE KS KH)| onri~s 3 12 0 -6 -3 
0 (a | (i | (i x | Ply pr o ga £ (6.11) 
‘IR RKB) (EB KB [KY | 0 0 -6l3 12 0 
(a 马 | [人 | (a 0 0 -8 F 0 由 
与 质点 fps， His， 形 ; 的 地 天 高 度 相 四 应 ， 世 技 于 标 3，2，1 革 烦 序 将 元 素 在 所 阵 中 到 出 ,在 
实际 应 用 上 较 拟 理解 。 
68.1.6 位 移 算 隆 


试 对 任意 一 个 质点 站 沿 X，y，z，X， 了 ，Zz 6 个 方向 中 的 任 一 方向 加 单位 力 【X， 
了 ， 工 方 谷 即 绕 x，yy，z 灿 旋转 奸 的 单位 力气)。 这 时 设 对 统 仍 处 于 原来 的 状态 。 而 不 施加 任 
何在 求 刚度 系数 时 所 施加 过 的 人 为 约束 。 

这 样 记 加 的 力 ， 会 引起 其 它 任意 一 质点 i 产生 位 称 ， 位 移 分 量 称 为 质点 i 与 iY 之 闻 的 梁 
座 系 烤 ， 位 称 影 响 系 数 或 简单 电 称 为 位 称 系 数 。 对 受到 作用 为 的 质点 本 身 ， 除 在 加 力 方 向 将 
产生 信和 移 外 ， 还 将 在 其 它 5 个 方向 产生 位 称 ， 结 困 共 发 些 6 个 方向 的 位 称 。 这 些 位 移 分 县 也 
称 为 位 称 系 数 或 位 移 影 响 系数 ， 通 常用 如 下 记号 来 表示 

1 关于 质 氮 工 和 了 语 工 和 s 方向 的 位 移 系 数 ， 即 只 对 和 岳 点 了 洗 s 方向 加 单位 力 时 ， 质 

感 二 在 7 方向 所 产生 的 倍 称 。 
这 里 同样 包含 i 一 了 和 +r = s 的 铺 况 ，? 各 s 也 指 X，Y，z，X，Y，。 儿 诸 方 向 中 的 任 党 
一 个 ， 为 往 移 均 琅 图 86,3 丫 稍 蒜 让 示 的 方向 为 正 。 此 外 ， 在 记号 的 下 标 和 上 标 中 ， 也 几 后 
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面 的 字母 表示 主动 的 一 边 ， 前 面 的 字母 表示 被 动 的 一 边 。 所 有 这 些 都 和 以 前 讲 过 的 贿 度 系数 
情况 一 样 。 位 移 系 数 通 党 兵 有 位 移 / 力 的 量 网 ， 具 体 说 来 可 以 是 cmyAt，cmyftcm)，radyt， 
rad/{t: ecm) 中 的 某 一 个 。 


| FEF- FB 1 ES KB 
4 
Wm bd x 3 EY Ed ™ 了 E 符 
KE ES- EB=2 民 
kD E¥= 0 Ki=0 .KO 
ww xg=-B 下 KR 下 Le xzS=~6 芭 三 =2 生 
| - Er. 
rE} xs=mH KR 0 1 KE=0 EE=8 
1 
J” =1 嫩 = 
了 2 
EN=0 RS= 0 KR KR 0 
ET 7 ET aa ET 
可， 枉 =-H 昔 局 = 量 CC 了 旺 =- 碍 =- 受 
1 > 
I RE rR 1 “= 学 


留 5.5 刚度 系数 的 计算 

把 质点 1， 之 闻 的 《也 包 播 1 = 的 场合 ) 位 移 系 数 排列 成 如 下 的 6 次 方 阵 ， 
IF 8 FH FW fF FY 
A 
fH fy FH A FBI . ， 
ry fy rn 8 8 8) (6.12) 
AT FE 
FE FE FB A 8 、 
可 称 为 质点 1 ， 了 之 间 的 位 移 系 数 子 和 矩阵。 如 果 对 某 一 个 质点 加 力 ， 峙 读 系 统 的 其 它 质 点 总 
会 产生 某 种 位 移 ， 因 而 在 一 般 场合 下 [fr 起 不 会 是 零 算 阵 。 
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Cf 二 上 


对 质 惑 了 的 6 个 方向 加 上 用 力 笑 量 {P,} = {Ps Pp,, P,, Ps) P;, P;,} 1 表示 的 力 ， 在 质 
点 的 6 个 方向 上 就 会 产生 位 移 {61, 一 1x: 3 zt 2 中 3 ， 并 可 用 

{0141 = 1{P,} (a) 

来 表示 。 武 中 6}， 表示 对 斤 点 了 加 力 后 所 产 生 的 位 移 ， 因 而 若 将 所 有 质点 的 影 啊 叙 加 在 一 


起 ， 便 有 
fo.} = > rHP,} 《b) 
i 


对 个 质点 系 ， 烙 示 成 式 《b)】 的 概括 形式 为 
16} =C7 DAP} {6.13) 
式 中 {6} 和 {PP} 分 别 基 由 式 (6.1) 和 (6.4) 所 示 系 统 的 位 移 放 量 和 力 拓 量 ，[ 力 则 为 
CF) fi] Chin) 
[= Can Ca) Geo) (6.14) 
Chay] Fag] 2 Char) 
是 将 式 (6.12) 表示 的 位 称 子 疝 阵 Cj,)] 必 为 第 i 行 第 j 列 元 素 排 列 而 成 的 印 次 方 阵 。 式 
(6.14) 中 的 年 阵 则 称 为 位 移 掉 降 。 
和 前 面 的 刚 诬 矩阵 一 样 ， 位 移 和 矩阵 是 将 建 况 物 且 有 的 弹性 性 质 色 过 数 基 化 后 的 绪 果 。 求 
位 移 系 数 的 方法 ， 也 局 桩 大 属于 结 梅 静 力学 的 课题 ， 在 本 书 中 不 作 讨论 。 当 系统 的 形状 较为 
简单 或 为 静 定 系统 时 ， 人 基 称 对 数 值 很 容易 计算 。 
1 例题 6.2】 求 鸭 6.4 所 未 8 个 自 册 度 质 点 系 的 位 移 矩 绰 。 
[ 解 】 按 定义 ， 位 移 系 数 为 在 系统 的 所 有 质点 均 能 和 由 出 地 产生 位 移 的 状态 下 ， 仅 对 一 
人 质点 的 一 个 方 商 加 以 单 达 方 时 ， 其 它 各 质点 所 产生 的 位移 。 根 据 大 车 当 理 论 ， 这 些 位 移 值 
可 很 容易 用 图 6.86 中 的 方法 求 得 。 相 此 求 得 的 位 移 和 矩阵 为 


[大 人 的 了 到 | [全 A ] S48 277 28 24 BP 157 
BRB A FHS A 要 A 18 12 129 6 
BA 全 恨 11 情 | 2 12 16 19 SA 
I= 中 yy 9 Tp HA {6.15) 
Ti ff fH FE far 2 12 1 13 型 6 
的 人 ff 售 | [ 屯 全 | sp HR a 2 
FR EIAE FH) NF fF ist 6 gg 6 a 


6.1.6 影 玲 短 阵 的 烽 质 
刚度 矩阵 和 位 艳 征 阵 统称 为 影响 矩阵 ， 它 给 出 整 个 系统 的 力 -位 移 关 系 。 下 面 将 村 近 


到 ， 影 响 矩 阵 具 有 许多 重要 性 质 ， 它 们 在 解析 分 析 中 十 分 有 用 。 


8。 正 则 性 
对 系统 中 的 某 全 质点 宇 沙 基 方 向 渐渐 地 机 上 力 Pse， 并 假定 沿 力 方 向 产生 的 位 移 为 x 


六 肝 系 统帅 积累 的 势能 为 -2 ?.,x,。 假 定 由 式 6.4) 表 示 的 力 儿 量 是 同时 作用 到 系统 上 
的 ， 而 且 各 氢 点 由 此 产 生 的 你 和 可 册 臣 《6.2) Hi! 的 位移 矢 量 来 表示 ， 于 是 率 统 积 累 的 况 能 


为 
村 148 站 


V =——{P}"{6} (a) 


| 
V —— {0}"{P) (b) 
或 将 式 《6.10) 代入 式 《b》， 恒 有 
Vo {orK{0}, (6.16) 
也 可 将 式 (6,13) 代 人 式 《a)y ， 便 有 
V =o-{P} {Pp}, (6.17) 


由 此 可 知 势 能 也 是 按 二 次 式 给 出 的 。 册 于 假定 建筑 物 是 与 地 表 男 定 的 ， 田 此 产生 的 位 移 和 势 
能 也 必然 是 正 的 。 和 根据 定义 , 式 〈6.16) 和 (6.17Y 所 示 的 具有 二 次 式 形 式 的 奸 隆 [KK] ,了 9 
也 部 是 正定 的 ， 因 此 接 定理 8 也 是 正 由 的 。 这 就 称 为 影响 矩阵 的 正则 性 。 


了 
了 


图 8.6 人 忆 移 系数 的 计 撩 


= 站。 


b。 对称 性 

采用 不 同 的 顺序 对 杀 统 加 上 两 组 力 ， 并 对 这 两 种 情况 下 所 做 的 功 ， 也 即 系统 所 蓉 的 势能 
作 一 比较 。 设 16} .和 die 分 别 为 对 系统 单独 而 力 {2je 和 {P}* 时 所 产生 的 位 移 。 

首先 ， 先 加 力 {P},， 继 而 加 力 {PYe， 与 力 {Ph 所 对 应 的 功 和 式 (a) 相间， 为 
VV 一 一 {P}3{6},, 力 {Ph 所 对 应 的 功 为 一 {PHV{64b 汪 和 P}3f61,。 对 于 在 加 力 {P}。 
期 间 所 产生 的 位 移 {0} 来 诬 ， 直 于 已 经 施 上 了 力 fpP}.， 其 全 始终 和 原来 作用 时 一 样 ， 因 此 
所 做 的 功 为 {Piz{f6ju， 而 不 用 乘 1/?。 这 时 ， 系 统 所 区 的 势能 V 为 V. 和 Vs 之 和 ， 即 


多 一 -到 -PIT 十 -Po 十 1PJE19jn (e) 


接着 再 以 相反 的 顺序 加 力 ， 刀 先 加 力 iP},， 对 应 的 势能 为 V 一 一 一 {P}E{6}4, 继 而 加 
力 {P},， 对 应 的 势能 为 ,一 一 一 {P}?46}. 十 P}?16},， 系 统 的 总 势能 为 
V oP} ht PH +P 0}, (a) 


二 为 系统 只 引 于 是 线性 舶 ， 它 的 势能 与 加 力 的 腻 诬 无 关 ， 导 而 式 5) 和 (a) 相等 , 便 得 
{Pi{O FiPyT{o}. (e) 
有 第 一 组 力 在 第 二 组 力 产 和 的 位 移 上 所 艇 的 巧 等 于 第 二 组 力 在 第 一 组 力 产生 的 位 移 上 所 微 的 
荔 。 
由 式 〈6-i0] ,得 {P}, 一 [KJ{6}.,{P}t 二 [KI]{6 上 ,经 转 置 后 分 别 为 {Pi 二 {6 了 CK)T， 
{Ph 一 {67t[KI"， 代入 式 (ee ) ， 便 得 
{OTCREYIT {OH = {OE CKIT {IO}, cry 
由 于 式 《了 】 的 两 边 均 为 标尺 ， 经 转 置 后 共 值 世 不 变 。 这 样 如 对 式 《f》 的 右边 作 转 置 ， 则 
可 每 成 16HET 匡 ]7TGje 一 GEE]TOie 到 比较 后 ， 襄 知 存在 如 


CEJ"={K) (C6.18) 
的 关系 式 。 
车 将 式 (6.13) 的 关系 用 于 式 (ce ) ， 便 同样 地 可 得 到 如 下 关系 忒 : 
CFT=[4) (8.19) 
由 此 可 知 ， 刚 度 矩 了 泗 和 柔 度 矩阵 都 具有 对 称 性 。 
这 种 对 称 性 也 可 囊 示 成 


f= 麦克 拱 韦 尔 (Maxwell) 法 周 
K's— EK, 贝蒂 (Betti) 法 则 
如 上 列 启 注 骨 的 那样 ， 亦 可 称 为 麦克 斯 囊 尔 和 贝 苹 流 则 。 
再 者 ， 车 对 式 (8.16) 和 和 (8.17) 内 示 的 势能 分 别 作 对 舌 量 { 半 和 {PP} 的 微分 ， 由 于 [ 直 ] 和 
Lf 都 赴 对 称 的 ， 青 由 式 《8.44) ， 人 恒 得 到 


OV lo RISD 一 一 
2 5 1 人 C6.20) 
OV 1 {POHP}) st | 
oP} = 2 5 CN{P}={0} | 


站 #7 


附带 说 一 下 ， 这 两 个 式 可 分 别 表示 为 卡 斯 蒂 里 安 诺 (Castigliano》 第 ! 定理 和 第 2 定理 。 
c。 互 允 性 
因为 刚性 蝶 阵 是 正则 的 ， 所 以 有 逆 算 阵 存在 。 现 在 对 式 《6.10) 即 {P} 二 [KI{0} 前 莱 
[KK]"!， 有 
[下 3 下 一 [天 ] TKI{O =CIN0} = {0} 
车 将 此 式 与 式 (6.13》 即 [站 {P} 二 {时 进行 比较 ， 人 恒 有 关系 式 
Cf)=CKI-! {sy 
同 祥 对 式 《6。13) 前 乘 C 了 ]-:， 有 
CK}=C1"! {hi) 
将 式 《8》 与 (1 》 归 纳 后 ， 可 和 写成 
EKICA=[CNCEI=E TY (6.21) 
即 刚 庆 和 矩阵 与 柔 度 和 持 阵 为 互 知 的 矩阵 ， 这 称 之 为 影响 矩阵 的 互 易 性 。 困 此 实用 了 时， 可 禄 刚度 
年 孟 与 柔 度 矩阵 哪 一 种 计算 方 证 容易 ， 必 要 时 也 可 通过 求 其 闭 扬 阵 来 计算 另 一 全 和 抢 阵 。 
I 例题 6.3】 证 明 董 6.4 中 的 质点 系 影响 纸 阵 的 互 易 性 。 
[ 解 了 在 例题 6.1 的 式 《6.11) 和 例题 6.2 的 式 【6.15) 中 ， 已 经 求 出 了 刚度 岳 阵 和 季 
度 惩 阵 ， 若 取 这 两 个 矩阵 的 乘积 ， 便 得 到 单位 矩阵 


6 一 3 一 6 一 3! 0 0 
一 对 21: 3 1 0 0 
2EI| 一 站 31 i2 0 6 —3 

EK 二 
(KI = —3i 1 0 42 3 1 
0 0 一 6 at 12 0 
0 0 一 3! 1 0 Al 


1 0 0 0 0 0 
站 1 履 心 0 站 
0 站 1 心 0 0 
一 必 0 1 LH 0 一 人 了 
0 000 1 0 
Lo o 0o 0o 0 1 
这 样 便 证 明了 影响 年 阵 的 互 易 牲 。 


6.1。.7 阻尼 蚂 血 

多 质点 系 中 的 阻尼 通常 被 模型 化 ， 将 质点 与 质点 之 间 的 连结 构件 假想 为 一 个 经 过 设计 的 
阻尼 器 ， 使 阻尼 力 与 活塞 揭 速 庶 成 比例 。 在 捍 尼 器 中 。 有 的 给 出 活塞 的 平移 如 度 ， 有 的 结 出 
旋转 速度 。 但 尼 力 由 阻 尼 器 产生 ， 它 的 考 圳 方 站 与 fiv4 季 中 求 刚 诬 矩 阵 时 考虑 构 伞 的 弹性 


a 


力 方 法 大 致 扯 同 。 

为 紫 ， 对 系统 施加 约束 ， 和 使 系统 的 爹 部 质 点 均 不 产生 速 底 ， 然 后 沽 虚 对 任意 一 个 质 虚 
ji ， 只 对 其 6 个 自由 讼 中 的 任意 一 个 方向 给 定 单位 速度 【平移 速度 或 旋转 速度 )。 于 是 ， 由 
于 阻尼 器 的 作用 ， 使 与 质点 i 连结 的 其 它 质 点 均 受 到 阻尼 力 的 作用 ， 并 产生 巡 讼 。 为 使 质点 
i 的 速度 受到 约束 ， 就 必须 对 它 加 力 。 这 各 性质 的 力 ， 一 般 称 为 连结 质点 与 质点 1 的 阻尼 
器 的 阻尼 系数 或 称 质点 7 ， 守之 间 的 阻 足 影 响 系 数 。 

和 聊 麻 系数 或 杀 度 系数 一 样 ， 阻 尼 系 数 一 般 也 采用 如 于 的 表示 方 踊 : 

C39 关于 质点 主 ， 了 之 间 消 工 和 s 方 向 的 阻尼 系数 。 即 当 全 部 质 点 的 所 有 速 尊 均 处 于 
受 约 束 状态 ， 只 有 斤 点 了 在 s 坊 疝 给 定单 位 速 赛 时， 为 使 厂 点 计 不 产生 任何 速度 而 沿 其 方 
间 所 应 施加 的 力 。 

一 般 : 幅 尼 系数 县 有 力 / 速 讼 的 量 纲 ， 县 体 来 说 可 以 是 t'sjcms trsjrad; tm's/ems t， 
器 :8frfad 中 的 某 一 个 。 

与 刚度 系数 情况 一 样 ， 称 


CF CH CH CH Cr Cs 
CF Cp CH CF CH Cy 

LC = 2 9 #9 (C6.22) 
CF CH CH CH Ch CH 
CH CH CF CHF Co CB 
CH CE Cy CB Cg C8 

为 质点 主 ， 了 癌 的 险 尼 系数 子 矩 阵 。 称 

CC KCiz] 由 [Cs] 
[Ca) 【Crz] ee [Cn]) 

(C=| i , (6.23) 
[Cai] 【Ce | [Cn] | 


为 系统 的 阻尼 系数 矩阵 或 阻尼 矩阵。 此 和 外， 将 式 (6.1》 所 示 的 质点 位 移 笑 量 对 时 间 微 分 ,并 
表示 成 - 


一 ; {0,} 《6。24) 


6} 
为 系统 的 速 庚 和 泉 量 。 当 对 质点 系 的 全 部 质点 给 以 式 (6.24》 所 示 的 速度 肘 ， 由 于 阻尼 器 所 引 
者 后 是 


起 的 阻尼 力 的 振 搞 作用， 斯 应 加 在 各 质点 上 的 力 矢 董 1Pp} 为 


{Po} =(C){16} 《6.25) 
与 式 (6.6)] 给 出 的 系统 动能 和 式 (6.16) 给 出 的 系统 势能 一 样 ， 有 相同 形 汇 的 二 次 式 
= {0}" CC {6} (6.26) 
称 汶 蛆 尼 能 或 耗 散 能 。 和 推导 式 (6.18》 或 式 《86.198) 的 情况 相同 ， 作 类 似 的 考察 ， 就 有 
[CIT=C OO) {6.27) 
即 ， 阴 尼 此 阵 也 是 对 称 筷 阵 。 因 此 根据 式 〔5.44) 同样 可 得 
[Cd} {8.28) 
GT 


质量 矩 泗 和 刚 席 矩阵 可 以 田 建 筑 物 的 重量 和 弹 和 性 蛙 性 求 山 ， 比 较 容 易 。 但 要 直接 识 定 系 
柄 的 阻尼 影响 系数 ， 还 缺乏 依据 资料 。 央 此 ， 为 了 对 阻尼 和 矩阵 作出 定量 的 评价 ， 必 须 引 人 某 
些 假 定 《〈 和 参照 第 七 章 )。 


6.2 运动 方程 式 


6.2.1 控 达 刘 贝 尔 原 理 列 运动 方程 

涯 给 定 系统 各 质点 的 位 移 为 本 时 ， 应 加 于 各 质点 的 力 括 最 {P} 搂 起 【6,.10) 可 表示 成 
{P}=[ 扩 ff5}， 式 中 [KJ] 为 由 式 (56.9) 抬 出 的 刚度 算 阵 。 因 此 可 以 得 到 系统 的 静 力 平衡 方 
程式 {P} 一 [KI{S}=0。 

当 系 统 处 于 运动 状 入 时 ， 设 系统 各 质点 光正 方向 速度 和 加 速度 分 别 为 {6 }、 {5 }。 这 有 时 
阳 尼 器 所 产生 的 得 尼 力 如 式 《6.25) 所 示 为 {Pp} 一 [C46}， 于 是 作用 于 各 质点 的 力 为 
一 CC3afd}。 根 据 达 朗 贝 尔 原 理 ， 若 质点 的 加 速 应 为 15}， 则 对 应 各 质点 的 质量 与 才 速 度 的 
习 积 为 EMIHG ;加 负 时 后 使 为 作用 的 惯性 力 一 一 EMJ{5}。 因 为 系统 保持 平衡 ， 所 以 有 1{P} 一 
CKJ {061 一 LCI56) 一 EMJ{6} 一 10}， 即 有 运动 方程 式 

| EMI{G}+CCIO}+CKEIIO}={P} (8.29) 

式 中 EM 质量 矩阵 CCJ: 阻尼 矩阵 ， (7?， 刚 度 姬 阵 ，{3}， 加 速度 矢量 : 141 过度 
和 所 量 ; {868} 位 移 矢 量 : {P}， 激 据 力 拓 最 

在 运动 方程 中 ， 位 于 各 算 阵 内 的 非 对 角 元 素 泪 示 举 标 抽 的 类 联 ， 这 里 不 再说 明 。 

【 例 怀 6.41 求 图 6.7 所 示 无 阻尼 质点 又 的 自由 振动 方程 式 。 质 点 的 质量 和 梅 件 的 弹 赞 常 
数 均 在 图 中 给 出 ， 并 且 只 考虑 沿 水 平方 向 的 位 移 。 

[ 解 ] 刚度 系数 六 办 《因为 只 考虑 水 平方 向 的 位 移 ， 所 以 上 标 XX 可 以 省 略 》 除 下 面 所 列 


出 的 以 外 均 鸭 0 


EK, Ks =——Kk, 
Kss=ksk, ko Ks—=—k, Ks =—=—ka 
KK Ks 下 一 一 Km 
KL 二 让 ,二 Ks 二 ke Kk 下 一 一 大 
质点 的 水 平 位 移 用 xi 一 !1，2，3，4) 表 上 因为 居 无 阻尼 的 ， 所 以 CCI=[0]， 又 三 


是 自由 许 动 ， 所 以 4Pji 一 {0j。 式 〔〈6.29) 的 运动 方程 式 成 


» 150 。 


Tm | 人 | 太太 一 -天 0 0 | 
| m ga | 一 大 十 天 十 大 0 .天 | x | 
: i 1+ ek ' {0} 
nm, | 人 | 0 0 ks Ks — ks ] ~ | 
me | 0 —rke ks Kks-| ke (x | 


6.2.2 按 得 税 朗 电 记 程式 列 迄 红 方 程 

前 面 所 到 总 列 方 程式 的 方 站 ， 立 思 上 所 有 万 的 乎 奖 汪 时 出 
系统 的 运动 方程 式 。 这 时 动 力 效应 翅 按 达 朗 贝尔 三 理化 成 静态 
平衡 问题 。 但 是 ， 当 系统 的 物 送 贫 杂 因而 运动 状 志 岂 复 杂 时 ， 
按照 力 的 平衡 来 列 运 动 方程 式 ， 就 难以 从 直观 上 来 考虑 问题 。 

这 一 忆 讲 的 变 分 站 列 方程 的 方法 ， 对 于 处 理 这 一 类 困难 问 
是 十 分 方便 ， 其 特点 是 对 于 复杂 系统 列 运 动 方 程式 十 分 简单 ， 
而 且 只 需 机 械 地 、 按 部 就 班 地 推导 恒 可 。 : 

a。 泛 函数 ， 变 分 问题 图 6.7 允 质 点 系 的 例子 

当 变量 z 的 值 由 定义 在 某 变 域 上 的 函数 站 所 决定 时 ， 称 变 遇 z 为 函数 1( + ) 的 泛 函 数 ， 
这 时 称 铺 数 1( + 》 为 变 函数 。 和 如 把 近 函 数 称 为 函数 饥 隙 数 ， 便 可 把 尾 表 示 成 x 一 FLJ(#))。 两 
个 变 函 数 之 差 6f 一 1(t) 一 fv(t)， 称 为 变 泡 数 的 增 量 或 变 分 。 灾 分 6j 也 是 t 的 函数 。 称 6 一 0 
的 极限 状况 时 泛 函 数 慎 的 变化 率 为 泛 函 数 FCJ(t)) 的 变 分 ， 用 记号 oF 表示 。 

一 般 把 求 泛 函 数 的 极 大 和 值 或 极 小 们 问题 称 为 变 分 问题 ， 求 解 变 分 问题 的 方法 和 理论 称 为 
变 分 法 。 物 体 从 襟 间 某 点 向 另 一 点 最 速 下 降 的 路 径 是 一 条 这 结 两 点 的 区 深 线 ， 发 度 一 定 的 圭 
闭 曲 线 所 转 面 积 最 大 者 为 岂 等 问题 ， 都 是 众所周知 的 典型 变 分 问题 。 

本 书 上 只 讨论 将 变 分 法 应 儿 干 系统 振动 问题 的 结果 ， 而 对 变 分 六 本 身 不 作 深 入 的 介绍 。 

b。 中 拉 方程 式 

极 大 值 和 极 小 盾 统 称 为 极 值 。 众 所 周知 ,在 求 靖 数 并 由 乓 微分 Gf 时 ，f(t) 为 极 慎 的 条 人 忻 为 
Qf== 0 。 与 此 相应 ， 与 变 前 数 的 变化 相对 诺 的 琵 国 歼 取 极 值 的 条 件 可 类 示 为 

OF 一 0 (a) 

现 设 5() 为 独立 变量 上 的 连续 函数 ，4(t) 为 4(t) 对 上 的 微分 ， 若 把 # 看 作 时 间 ，9Q(1) 为 
质点 的 位 移 ， 则 a4(t) 为 质点 的 速度 。 现 在 来 考 志 包 含 2(t) 和 20b 的 函数 (9,4) 和 此 函 数 在 
to tt, 上 的 积分 


Fca(t))= | (9,9)dt (b) 


只 要 冰 数 4(1) 的 形式 确定 ， 半 (了 电 就 确定 ， 于 十 式 《b ) 中 的 积分 值 也 就 决定 。 因 此 ， 这 个 
积分 便 是 以 &( 四 为 变 函 数 的 泛 孙 数 。 
.此 泛 苞 数 嘱 极 慎 的 条 件 可 表示 为 


d [ G6(9, d) da， 9) 
证 [|- a (9 ) 


这 个 武子 称 为 欧 近 二 程式 ， 这 是 式 《 b ) 的 泛 国 限 极 慎 : 提 条件 式 【8 的 另 一 种 表现 形 
上 面 仅 旭 只 包 食 一 个 国 束 4 时 的 和 给 出 欧 拉 方程 代 ， 对 于 包 仗 闫 个 男 数 全 (有 多 全 
4 了 和 和 


9.(t 及 它们 的 微分 式 的 情况 ， 也 能 够 表示 成 同 一 类 形 式 。 此 时 ， 相 当 于 式 〈b ) 的 积分 为 
F 一 | $e, Gd (d 


为 了 获得 表示 这 个 积分 极 慎 条 件 的 欧 拉 公 式 ， 将 式 《6 ) 推广 ， 恒 可 得 到 ”个 公式 
d /6¢ )- EE 
df \ Gr/ 99 


一 1 一 1 2 以 te) 


c。 咯 密 泵 瑚 原理 

在 用 数理 方法 处 理 自然 现象 时 ， 往 往 采用 微分 方程 的 形式 来 表示 支配 自然 现象 的 基本 法 
则 。 如 第 一 章 中 对 牛 败 运动 定律 列 出 的 运动 微分 方程 式 就 是 一 个 例子 。 本 书 也 以 这 一 类 微分 
方程 式 为 基础 ， 从 理论 上 来 讨论 振动 向 题 。 可 是 ， 委 然 现 象 是 根据 自然 规律 以 其 种 目标 变化 
的 ， 这 种 现象 有 了 时 可 能 通过 某 个 量 取 极 大 值 或 极 小 值 的 所 谓 极 值 条 件 来 表现 它 的 规律 。 这 正 
是 这 里 所 要 考虑 的 变 分 法 。 象 这 种 用 变 分 形式 表示 现象 的 基本 法 则 ， 一 般 称 为 变 分 原理 。 和 这 
一 节 权 讲 的 哈密 尔 早 原 理 是 变 分 原理 中 有 代表 性 的 一 种 ， 它 以 不 同 于 牛 顿 定律 的 形 武 来 表示 
动力 学 基本 定律 。 

变 分 原理 的 形式 往往 很 简 苦 。 而 县 ,一般 抒 能 昌 作 为 用 变 分 原理 来 处 理 的 量 。 因 为 能 量 是 
一 种 标量 所 以 几乎 没有 必要 和 象 考 虚 力 的 平衡 条 件 去 推导 和 运动 微分 方程 式 那 样 考虑 笑 基 的 问 
题 ， 因 而 使 问题 的 处 理 十 分 简 倒 。 哈 窗 尔 着 原理 也 有 这 样 的 优点 。 

章 必 点 系 的 动能 和 势能 已 在 第 二 意 中 讨论 过 .但 是 这 里 要 考 目 具有 个 自由 诬 的 系统 , 振 
动 体系 的 状态 要 用 广义 坐标 4i( 切 ，9as( 世 …9( 直 来 表示。 这 时 ， 动 能 工 用 广 浆 伙 标 和 它 对 时 
冰 的 微分 即 广 浆 速 底 来 表示 ， 勃 能 Y 用 广 浆 舟 标 表示 ， 即 

下 一 T(G， dv 人 站 } 
Vo=V(I, 90") 
这 里 没有 包含 时 间 + 的 显 式 。 

系统 的 动能 与 势能 之 差 工 一 了 一 站 称 为 拉 格 朗 日 范 数 。 拉 烙 朗 日 未 数 在 某 个 时 间 段 上 上 的 

积分 


(ft) 


F=| (TV)at {g) 


称 为 作用 量 积分 。 显 热 ， 作 用 量 积分 是 以 广义 艇 标 9:( 昌 (了 一 1， 2 下) 为 变 山 数 的 证 国 
数 。 
险 密 东 顿 原理 是 将 时 蓝 刀 与 所 之 间 所 作 的 运动 由 对 式 《E) 所 示 的 泛 锯 数 玛 极 值 的 条 件 
[ 则 式 {a ) 所 示 6F 二 0 1 来 给 出 的 变 分 原理 ， 根 据 式 〔g ) 可 写 为 
| (T—V) dt=—0 (h) 


然后 考虑 来 自 系统 外 部 的 、 与 坐标 慎 无 关 ， 且 沿 坐 标 4, 方向 为 GQ: 《1 一 1，2.…#) 的 
广义 力 的 作用 。 广 义 力 是 一 种 除 通常 的 六 以 外 还 包含 力矩 的 力 。 当 广义 坐标 为 位 移 时 ， 对 
应 子 通 常 的 力 ; 当 广 义 坐 标 为 转角 时 ， 便 与 力矩 相对 应 。 

在 力学 问题 中 ， 经 常 要 研究 当 一 个 系统 给 定 微 小 位 移 了 时 ， 其 状态 与 力 、 位 移 和 能 量 之 间 
的 关系 。 例 如 ， 设 振动 质点 的 坐标 为 4(1)， 并 使 其 有 铀 小 增 且 。 这 部 分 增 遇 在 力学 上 表示 增 
加 微小 的 位 移 ， 在 数学 上 便 是 函数 4(!) 的 变 分 ， 用 94 表示 。 

一 般 把 从 几何 学 观点 认为 可 能 产生 的 微小 位 移 称 为 不 位 移 。 例 如 使 菜系 统 的 一 个 固定 点 


* 152 *" 


产生 一 个 从 几何 学 看 是 可 能 产生 的 ， 但 实际 上 并 不 发 生 的 位 称 ， 这 就 是 如 字面 意义 上 所 说 的 
堆 位 移 。 象 这 样 考 虑 得 到 的 虚 位 移 ， 在 静 力 学 问题 中 经 常 起 重要 的 作用 ， 但 克 位 移 也 可 以 是 
实际 上 可 以 发 生 的 位 移 。 

当 系统 的 各 部 分 发 生 炭 位 移 69, 时 ， 若 考虑 广义 力 对 系 统 所 黎 的 动 ， 便 能 得 到 外 力作 用 
予 哈密 尔 顿 原理 的 推广 表达 式 : 


人 —~V) at [i qdt = i1) 
oj 《了 工 一 了 ) tj 和 ‘qdt= 0 ( 


6。 拉 格 斋 日 方程 式 
车 比较 式 【《d 》 和 式 《 1》 中 的 积分 ， 便 可 得 漳 


总 
$=T—V+ 2 00 


i=1l 


与 表示 式 《d ) 极 值 条 件 的 欧 拉 方 程式 《e ) 相对 应 ， 表 示 式 《 i ) 的 哈密 尔 顿 原理 的 殉 拉 


公式 为 
d far ov 9 忆 aT ov 
Ea dr Bg + 9g 2 om)-( 妖 - a 4“])- 0 (i) 
根据 式 (ff)， 有 OV/a dT 0: 并 且 显 然 存 在 
于 区 页 om 0 
因此 ， 式 《1) 为 


下 面 考 赛 能 量 T ,VV 的 表达 式 。 人 4) 所 示 次 个 质点 的 系统 为 例 质点 im,m; 的 位 移 
为 Xx， 5 由 几何 学 关系 可 知 :， Xi 一旦 ,taagixas 一 豆 ,tangi 十 吾 ztanqgxo 因 而 有 有 一 万 1 全 sec 和 
和 一 了 ,isecsg 十 Hgasecags。 于 是 动能 工 和 势能 了 便 可 取 如 十 表达 式 ， 


1 1 


a3 


eee tm Higsecgi Hd.8e92:92)*) 


一 一 十 二 (xs 一 2 


oem + Htanga)*y 


都 变 成 了 式 Cf) 中 所 示 阔 数位 一 工 (gb gazy Yi 2 和 T 一 了 (gl -22 的 形式 。 人 但 是 ， 根 定 
位 移 只 是 在 很 小 的 范围 内 发 生变 化 ， 人 恒 有 tangi 主 gli，tangz 宇 ga 和 sccg 二 sccga 二 1 ， 这 样 
上 式 便 变 成 


T=— Cm +m) HI + 2m2 HHad92+maHig) | 
《1) 
多 =——[k,Hig! +k Hig3) | 
共 中 动能 式 子 中 不 再 包含 9: 和 gq4 
， 189， 


于 是 当 考 虚 翅 统 的 位 移 杂 坐标 是 激 小 量 时 ， 它 的 动能 了 工 二 T(4 6 和) 成 为 速度 自 
身 的 函数 ， 故 有 -52- 一 0。 因此 式 《k ) 可 以 罕 成 
二 oT ov 
dr ( go7) dq: 
此 外 ， 和 如 式 《1 工 ) 所 示 ， 动 龙 了 工 是 广义 速度 # 的 二 次 式 ， 位 能 六 则 是 广义 坐标 4 的 二 次 式 。 
如 果 系 统 中 有 用 阻尼 器 表示 的 阻尼 机 制 ， 册 还 必 须 引入 2.3.7 节 讨论 过 药 阻 尼 兹 量 的 概 
念 。 一 艇 地 ， 阻 尼 稻 尺 等 于 各 阻尼 器 的 阻尼 系数 与 活 罕 速 度 平方 环 积 之 半 ， 就 整个 系统 来 
说 ， 可 求 其 总 和 ， 即 可 表示 万 


1 
及 一 一 2 


一 她， 一 1 2 {im) 


CE 
i 


恒 为 广 闵 速 座 站 前 二 次 式 。 
对 于 县 有 这 一 类 阻尼 机 制 的 情况 ， 式 om 可 表示 成 


Yad 
式 中 T: 动能 ; KR， 刚 尼 能 ; 7， 蔓 能 5 gq 广 芯 毕 标 } 一 941/dt， 广 睹 速度; Qi 与 


举 标 3: 有关 的 广 尺 力 。 
式 《1n) 就 称 为 拉 烙 朗 日 方程 式 。 
考虑 单质 点 系 的 情况 ， 存 式 《n ) 中 置 n 二 1 ， 并 令 q 二 x， 便 有 


于 ( oe )+- 和 二 -3 一 


和 根据 牛顿 运 翅 定律 得 到 的 式 (2,97) 一 致 ， 若 进一步 令 马 一 0 和 R 一 0， 恒 分 别 推 得 式 
(2.69) 与 (2,31)。 

拉 栏 朗 日 方程式 原 求 就 朴 与 作为 误 分 原理 的 哈 守 尔 顿 原理 相对 应 的 获 拉 方程 式 。 险 冉 尔 
顿 原理 是 “原理 “, 它 不 能 用 其 它 原理 或 站 轩 来 证 有 明 。 但 是 ， 邵 果 李 细 观 察 一 下 上 面 所 述 的 ， 
或 如 后 面 例题 6.5 所 给 出 的 那 称 方程 式 上 节 一 -下 性 ， 哈 窗 尔 顿 原理 就 可 以 理解 为 其 本 质 上 与 
和 牛顿 运动 定律 是 完全 相同 的 。 

邵 果 把 式 《 2) 中 的 各 项 分 别 看 作 列 矢量 前 第 工 个 分 量 ， 蚀 可 把 ?3 个 拉 格 关上 日 方程 式 合 
并 成 一 个 ， 采 用 式 (5.41) 人 和 


对 py + a{aF 1 前 {0} (0) 


e， 运 动 方 程式 的 推导 
如 上 所 述 ， 与 哈密 尔 顿 原理 对 应 的 欧 拉 方程 式 就 是 拉 格 裔 日 方程 式 ， 一 般 可 以 表示 成 式 
《ny， 或 按照 矢 莉 微分 形式 表示 成 式 【《o )。 现 在 如 果 采 用 展 点 的 实际 信物 作为 广义 坐标 ， 
{0) 式 便 可 写成 
忆 了 OR ov 
一 一 二 一 一 一 十 -sa 一 二 {PP}， {8.31) 
站 6 - 5 3 
式 中 ， 了 T， 吉 能 上 R，; 阻尼 能 ; VY 荧 能 : 153 速度 气量 ; 大 ;和 位 种 笑 景 :4P}; 激 振 
力 尔 姐 。 
" i184 * 


册 式 (6.6)、(6,16) 和 《6.26)}， 动 能 、 势 能 和 险 尼 能 分 曾 用 2 次 形式 给 出 : 
T = {EMI 


及 一 一 -CC 


V = {0}"CK J{0} 
A 


控 妥 式 (5.44) 所 示 的 舌 量 徽 分 方法 ， 便 可 得 天 如 式 《6,7)、(6,28) 和 《6,20》H' 他 一 
式 子 表示 的 形状 


一 人 一 MO 
a{6} 

-号 -CC (p ) 
90} 
BV 

-人 {KG ) 


如 将 式 Cp) 代入 式 (68.31)， 便 有 
FEMI CD 二 [下 1 一 人 P} 
子 是 得 到 和 式 《6.29》 完 全 相同 前 运动 方 保 上 避 。 
[例题 6.5】 采用 拉 烙 朗 日 亡 保 式 推 导 多 是 t .4 入 解 答 。 
[ 解 】 动能 和 势能 分 别 为 


1 _ ，。 本 
TT = (Mi ts ma ma) 


Ck -Ka 区? 十 F(X, 7- XE XX 


轩 为 是 元 阻尼 的 让 由 振动， 所 以 R= 二 0，{P}=140})}。 代 入 控 格 遍 日 汶 程 式 《6.31) 得 
dT /OF.) /+HOV /ON mst hx, Ks) = 0 
d(T /Baa) /dt OV /Bx3 = mda Kxs—K (XO— 23) HRolX3—X,) = 0 
d(T /O82) /dt OV /9xs = tt kaxe tke(Xy—X1)= 0 
dOT /OR ) /dt -OV /Ox = ER ks (XX k(tXa—X) = 0 


整 表 得 
mt kX — kX 二 0 
maty—kX, + (Ks Ke) x —kex—= 0 
ads + (kT ko) 一 Koxt 一 0 
mi —kaxs 一 Koxs 二 (Kh 二 kX = 0 


结果 与 例题 8,4 中 的 式 《5.30)】 一 改 。 


6.3 ”自由 度 的 减 缩 


将 到 前 节 为 止 的 一 般 性 讨论 中 ， 均 概 定 各 上 质点 可 以 自由 而 且 互 相 痢 立地 发 在 与 其 六 个 自 
出 府 分 别 对 应 的 位 黎 、 至 于 实际 构造 物 ， 各 位 移 会 有 大 小 不 同 的 差别 ， 具 体 状 训 与 此 假定 
: * 155 = 


相近 。 但 是 ， 如 昌 要 考 处 与 系统 自由 诬 相 对 应 的 全 部 位 移 ， 计 算 量 无 疑 会 膨胀 到 超越 实用 许 
可 的 程度 。 
内 此 实际 上 ， 要 对 柠 造 物 的 性 能 进行 事先 估 训 ， 还 要 考虑 分 析 旧 的 或 所 要 求 的 结果 精度 
与 计算 量 之 间 的 平 衔 ， 以 尽量 减少 自由 庆 的 数 月 ， 使 模型 简化 。 这 一 类 谋求 减 缩 自 由 庆 或 使 
模型 简化 的 方 继 ， 就 是 本 节 村 讲 的 位 移 约 束 和 静 态 减 缩 ， 更 多 的 情况 是 怡 当地 组 合 运 用 这 两 
种 方 辣 。 
6.5.1 位 移 的 药 束 
一 般 把 预先 加 到 系统 位 移 上 的 限制 称 为 约束 。 例 如 令 
Xi 二 人 0 (a) 
就 是 假定 质点 主 不 发 生 治 工 方 向 的 位 移 ， 或 者 认为 由 此 产生 的 影响 可 以 忽略 不 让 ， 成 为 加 到 
系统 上 的 一 个 约束 。 双 如， 假定 质点 和 质点 ij 奉 了 方向 是 出 无 限 刚性 的 构件 连接 的 ， 这 样 
恒 可 以 忽略 这 两 个 质点 间 镶 了 方向 的 相对 位 移 ， 于 是 人 恒 有 
3 Cb) 
这 就 是 用 公式 来 表示 所 施加 的 约 东 。 式 【ay 和 式 【b) 表示 加 于 系统 位 称 坐 标 上 的 约束 或 
加 在 位 称 坐 标 闻 的 约束 关系 的 方程 式 ， 称 为 约束 茶 件 式 。 
车 设 系统 的 质点 数 为 # ， 一 般 来 说 ， 系 统 就 有 6r 个 自由 床 ， 若 有 了 个 约束 条 件 式 ， 则 有 系 
统 的 自由 度数 减少 到 
$s 二 BR 下 
即 独 立 的 位 移 举 标 数 为 个。 
6.35.2 静态 减 缩 
更 在 来 看 式 《6.29) 中 右边 的 外 力 矢 量 { 下 +。 质 点 在 其 信 方向 受到 外 部 激 振 力 明 显 作用 
了 时 给 这 个 方向 的 位 移 称 汶 主 位 移 。 与 此 相应 的 问题 是 ， 菏 质点 在 某 个 方向 上 没有 受到 外 力 的 
作用 ， 或 者 可 以 赴 成 没有 外 力 的 作用 ， 即 当 外 部 汕 振 力 的 分 量 为 零 时 ， 与 此 所 对 应 的 位 移 坐 
标 称 为 从 位 移 。 
现在 把 位 称 笑 量 分 割 成 并 列 的 两 个 部 分 只 包含 主 位 移 的 矢量 {0}. 和 只 和 包含 具 位 移 的 
失 量 {od} 


{6}, 
1oj={ (8.33) 


并 进一步 将 各 个 柴 阵 也 作 相 应 的 变更 ， 于 是 式 【《6.29) 恒 能 写成 如 下 形式 
| [oem] ee] ("| 
,| 十 ， | 十 一 (a) 
[oo 下 村 小 | [fj [Ca | Ld} CE: CE YmIl{G}, {0 
由 起 (a) 可见， 不 仅 沿 外 力作 用 的 方向 ， 而 且 存 外力 分 基 为 零 的 方 向 ， 即 沿 从 位 称 的 方 


向 ， 也 仍然 有 惯性 力 EMJj{61. 和 阻尼 为 CC Dr{ 5638; 十 CC J 6 :的 作用 ， 实 际 运动 的 状 沈 
就 是 这 样 的 。 

但 基 作 为 一 种 近似 ， 现 在 假定 六 从 位 移 的 方向 没有 动力 《 即 惯 性 力 和 阻尼 力 》 作 用 。 这 
只 尼 令 式 (a ) 中 第 2 行 的 子 矩阵 [FM 由 一 50] [Cj 一 [Cm 一 [ 01， 便 可 满足 此 假定 条 
件 。 由 于 成 (6.2?) 中 的 阻尼 矩阵 上 其 有 对 称 性 ， 于 是 有 ; 5CJw 一 [CID 一 [0 式 Ca) 
便 可 写成 
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ed ie | | 
{ 人 和， co Coyllcey, CRYIr CKYellf{o}, {0} 


[0] C0) 
或 展开 后 得 
EMSOH 二 [CC Isto +t) CRIAG): EK YA :={P}: {b) 
EIA + CRY do. :~{0} (e ) 
式 《c ) 公 珍 示 作用 于 系统 的 内 力 静 平衡 方程 式 。 由 式 《< ) 可 得 
{d= —CKEINK)]tOF: {6.34) 
将 它 代 人 起 【hb) 人 恒 变 为 
FEMIAG 二 CC IAG (ERI CRINC EIICEKEIN {= {Pp}, 《ay》 
如 果 写 成 ECD 一 [CI:， 并 令 
CRI CREI CK EI EK Yr (6.35) 


司 可 将 式 《d ) 表示 成 
Eaf9g: 二 Eee 十 [Js 一 TPj， {8.36) 


因为 到 消 了 从 位 移 ， 运 动 方 程式 的 自由 度 岂 就 相应 地 减少 了 。 此 外 ， 可 特 式 (8.35》 右 边 的 
第 2 项 表示 成 [KafKIN[CK jw， 这 是 入 阵 [下 1 出 [区 7， 作 全 等 恋 换 。 

用 这 圳 方法 来 减少 系统 自由 旗 的 作法 称 沟 静态 减 缩 ， 式 〈6.35) 中 给 出 的 刚 庶 年 阵 则 做 
减 缩 刚度 上 矩阵。 如 果 通 过 解 戏 【6.36) 求 得 主 位 移 ， 便 能 按 式 〈6.34) 计算 从 位 移 。 

按 6.1.4 市 的 定义 ， 刚 度 垂 阵 中 的 各 元 素 ， 足 将 质点 各 个 方向 的 位 称 加 上 约 东 以 技 求 得 
的 方 。 与 此 对 庶 的 ， 碱 编 刚 麻 和 矩 阵 中 的 各 元 束 ， 相 当 于 将 从 位 移 方 向 的 约束 解除 以 后 求 得 
的 力 。 
如 上 所 述 ， 静 坊 减 缩 的 概念 是 为 了 减少 生 由 嵌 而 对 移动 方程 式 《a ) 的 动力 分 析 所 作 的 
一 秋 近 伺 假 定 。 但 是 在 实 栈 计算 时 ， 可 只 在 式 《by 和 (ec ) 的 虚线 范 国内 实施 。 因 此 在 实 
用 上 上， 静态 减 缩 可 在 作 动力 分 析 之 前 按 静 力 方 划 求解 出 度 上 矩阵 时 进行 。 

【例题 6.6] 对 于 图 6.4 中 质 虚 系 的 各 质点 ， 只 沼 轴 方向 施加 作用 力 ， 求 减 缩 刚 度 拓 
阵 。 
[5 解 ] 现 为 对 质点 只 阔 关 方向 济 邦 作用 方 , 而 设 有 并 与 能 面 改 址 的 y 辐 旋 转 的 力矩 作用 。 
邯 益 有 有 方向 的 汶 振 方 作 用 。 因 此 ， 在 系统 的 六 个 自由 许 中 ，x， xz 5 为 主 位 黎 ， #1» 如 2 
好 为 从 位 移 。 按 此 将 它们 分 离开 来 ， 并 将 位 移 拓 量 重新 排列 成 式 《6.33》 的 形式 ， 间 时 对 例 
题 6.1 中 由 式 人 6.11) 求 得 的 刚 麻 扼 阵 实施 相应 行 间 的 排列 变换 ， 恒 变 为 


“Ls KB EB KF | KB KR ER 
Ts KB KF KH | KY KE KH 
ja |gB KS KF | KS KN EN 
%| | rE KE | KE KE KR 
匈 KR KE KH | EN KR EE 
柬 KE KB KE | KN KE KH 


因而 ， 和 如 采用 式 《 a )》 的 分 块 矩阵 记 导 ， 便 能 得 到 
- 时 i + 


EI 一 1 0 pr 一 一 上 0 
CK]rr= 3 一 1] 2 —1 人 着 Jo 一 £2 0 一 1 
0 一 1 2 0 i 0 
让 一 1 1 0 EI 1 0 
CR Ji 一 1 0 1 [站 一 2 4 1 
0 一 1 0 0 1 4 
车 先 求 [ 臣 ]， 册 例题 5.2 豚 结果， 
, | 15 一 4 1 
[下 5 二 5 一 8 一 2 
| |} 一 。 了 
因此 得 
gi1l™! ~! 0 |] 15 一 和 4 1 E11 ! 1 0 
CRIACKIHKYs — 1 0 一 1 | 一 4 8 —2 i 一 1 1 
9 1 0 1 一 2 7 | 6 一 ! 0 
一 11 —4 1 一 1 1 0 15 —12 一 各 
3 a DEr _ 9EI ， 
一 人 7 一 2 一 1 0 1 | 一 | 一 12 20~—2 
一 名 一 人 0 一 1 0 | 一生 一 8 
把 它 代入 式 (6.35) 后 ， 就 得 到 如 下 的 诚 缩 测 度 抑 阵 ; 
EE =CRKI CR CK KD),. 
1 一 ! 各 15 一 13 一 4 
281 | | si 
一 -让 I 2 i 一 1 i0 一 2 
0 一 1 2 一 4 一 2 8 (6.37) 
7 —16 1 
3 Er 
= —i8 44 一 46| 一 
| 12 -40 E01 
【例题 6.7] 试 对 例题 6,.6 中 的 请 说 证 明 ， 减 纺 刚 凌 秆 阵 相 当 于 把 从 立 称 方向 的 约束 解除 


以 后 的 刚度 矩阵 。 
[ 解 ] 对 图 6.4 中 的 系统 ， 只 沿 x 轴 方 向 作用 外 部 激 振 力 M+， 对 主 位 移 方向 隅 即 工 轴 方 
向 给 以 约束 ， 使 质点 下 产生 这 个 方向 前 位 移 。 测 对 从 位 移 方向 ， 即 绕 与 纸 面 垂直 的 y 轴 旋 转 
的 方向 ， 可 作 自由 转动 ， 并 对 其 中 一 个 质点 给 以 诅 工 方向 的 单 们 位移。 这 有 时， 必须 加 在 该 质 
点 上 的 力 和 为 了 使 其 它 质点 在 发 生 兰 方向 前 位 移 所 必须 本 的 力 ， 恒 构成 了 这 一 情 训 下 刚度 估 
隆 的 竺 元 素 。 
妇 图 4.8 所 示 ， 根 据 简 单 的 连续 梁 现 从， 可 以 容易 地 求 得 这 些 力 。 其 结果 为 和 例题 6.6 式 
《6.37) 中 求 得 的 城 缩 阿 度 矩阵 是 一 致癌 。 
KK 各 到 下 | ? 18 12 
LR]=| KE Fa A- 言 |~15 4 -4 | 受 - 
KB Ki 天 证 ) 12 一 6 翻 
6.5.5 减 缩 自由 度 举 便 
现 介 绍 在 和 建筑 物 动力 分 析 时 ， 风 和 审 常 用 的 减 缩 自由 摩 的 假定 ， 及 根据 这 些 假 定 得 吉 的 


? 18 及。 


册 型 简化 模型 。 对 于 有 峙 殊 性 质 的 建筑 物 ， 或 者 在 作 具 有 贬 殊 目的 的 分 析 时 ， 必 须 分 别 按 是 
各 自 相 应 鸭 特 性 和 目的 选择 适当 的 自由 度 和 适当 的 栅 型 。 这 种 选择 应 根据 设计 入 员 的 工程 经 
验 来 作出 判断 。 

a。 刚 性 楼 板 假 定 

一 般 情况 下， 与 梁 柱 等 构件 的 刚度 相 比 ， 建 筑 物 的 楼 板 
存 其 平面 内 的 刚度 是 非常 大 的 ， 因 此 往往 殿 定 位 于 同一 楼 板 
层 内 各 节点 之 间 由 于 拉 伸 、 压 缩 或 剪 切 变形 所 产生 的 相对 位 
移 可 拟 忽略 不 计 。 这 种 假定 称 为 硬性 楼 板 假定 或 绊 面 内 刚性 
楼 板 假 定 。 

按照 刚性 楼 板 的 假定 ， 位 于 同一 屡 板 而 内 的 节点 《如 网 
6.98 所 示 ) 在 XY 平面 内 运动 时 ， 可 以 认为 是 整 块 期 性 板 在 作 


az Rl ET 
Ku 


be 

8 

I 

| 
bd 
5 


- 
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运动 ， 对 取 楼 极 的 重心 为 原点 得 到 的 坐标 轴 ， 该 刚性 板 在 FS 全 
x、y,# 轴 方向 的 位 移入 xX，y，#。 
图 6.2(b ) 所 示 位 于 同一 楼 概 内 六 各 节点， 本 来 都 洲 有 zx-= 玖 司 
如 图 6.9(b) 给 出 的 六 个 自由 庶 ， 若 设 该 质点 在 图 6,9(a) 从 
标 和 票 内 的 坐标 为 《 苹 ,，Y:，0 )， 那 么 刚性 屡 板 假定 便 变 成 gj 地 刁 
对 同一 楼 板 内 的 所 有 各 质点 加 上 了 由 约束 条 件 式 
加 一 Xi 一 了 了) 如 
V1 二 十 于 ,有 {a) 
如 | 一 对 f= 问 于 
所 表示 的 约束 ， 从 而 使 系统 的 自由 度 大 辐 度 地 减少 。 
抵抗 由 梁 的 弯曲 和 前 切 谈 形 等 产生 的 供 板 王 平 面 变形 的 x=~ 守 村 
刚度 并 不 很 大 ， 所 以 通常 需 双 考虑 。 而 担当 楼 板 绕 x 和 了 名 
旋转 时 ， 由 于 柱 体 促 编 能 力 的 差异 以 及 塘 体 的 抗力 等 ， 使 楼 EE 
这 中 


概 十 的 各 节点 不 一 定 能 满足 保持 几何 学 上 的 平面 条 件 。 但 
是 ， 在 作 动 力 分 析 时 ， 斌 为 梁 的 杭 弯 刚度 航天 ， 假 定 楼 板 各 
节点 保持 完全 的 平面 是 可 行 的 ， 这 种 恨 定 称 为 完 公 刚 性 楼 板 
假定 。 在 完全 刚性 楼 板 的 假定 下 ， 如 将 刚性 伟 板 的 位 移 示 示 图 %-8 容许 旋转 的 刚度 系数 
成 如 图 6.9(c) 那 样 ， 则 要 求 在 式 《 a ) 中 进一步 加 上 如 下 约束 条 件 

2 一 工 十 区 下 一 天 时 


下 一 于 {bj 
区 一 四 
天 申 还 同时 认为 ， 柱 体 的 端 部 与 各 节点 是 完全 固定 的 。 


b。 求 平 报 动 系 馆 

除了 专门 过 论 地 震动 坚 向 分 县 反应 问题 外 ,一般 假 定位 于 各 层 楼 扳 的 质点 乔 心 不 产 沁 > 方 
让 兴 移 ， 所 以 可 进一步 存 式 Ca) 中 加 上 2z == 0 药 约 束 条 件 。 这样 的 系统 则 做 水 下 版 动 委 
人 。 

C。 扫 转 拒 动 系 鱼 

道 常 ， 作 败 在 建筑 物 楼 板 上 的 洲 氛 力 ， 作 为 外 力 ， 刘 期 #t.1008) 亡 未 ， 可 全 试 海 总 富 否 


向 汪汪 。 


水 平 辅 方 向 的 力 P 和 Py 的 作用 ， 而 设 有 绕 水 平 轴 旋 转 的 力矩 Pz 和 Ps5 的 作用。 因此 ， 5， 殉 
从 位 移 ， 可 进行 静态 减 缩 。 静 坊 减 缩 后 ， 就 可 如 图 ( b } 所 示 用 位 称 X，》，3 来 表示 水 平 振动 
系统 中 各 层 质 点 移送 动 。 取 质点 的 重心 作为 坐标 轴 的 原点 ， 这 样 得 到 的 三 个 自由 府 系 统称 为 
扭转 振动 系统 ， 有 了 时 世 称 为 空间 振动 系统 。 

现在 令 叱 质点 为 质点 i 、 在 重心 处 给 以 弟 位 位 移 ， 由 此 求 得 让 质点 的 自身 刚度 系数 子 
什 阵 为 


KH KY 车 
[ReJ=) KE KY KY (ce) 
KE KY KR 
它们 的 商 
好 一 /RY (6.38) 
a — KH/KE 


具有 长 度 的 量 纲 ， 分 别称 为 沿 x 办 方向 和 沿 了 轴 方 向 的 偏心 ， 和 如 图 6,10( c ) 所 未 ， 具 有 位 置 
举 标 〔《， 四 ) 的 点 8S 称 为 刚 心 。 基 楼 层 的 刚 心 就 是 读 层 水 平 网 座 的 重心 ， 因 此 ， 对 此 点 沿 
XxX， 加 方向 如 力 ， 质 点 也 不 会 产生 旋转 。 


ds ¥ Py Py 


Ey 


CO ¥ ry 


- 多 
A J (EE £ 


(¢) 
图 8.9 ” 刚 福 楼 板 假 定 图 6.10 组 转 扎 动 系统 
式 (5c ) 子 盾 阵 中 的 非 对 角 元 素 芝 5 有， 天 于 代表 工 轴 方向 的 位 黎 与 了 再 方 向 位 移 的 耦 迷 。 
国 此 ， 者 五 至 一 直下 一 0 ， 则 表示 两 个 方向 上 的 位 移 无 耦 连 。 一 般 说 来 ， 式 《ee ) 中 出 现 的 子 
算 阵 的 苑 素 《 即 刚 论 系数 的 值 )， 与 坐标 轴 的 选择 方法 有 关 。 若 将 原点 设 在 重心 保持 不 动 ， 
并 试 将 两 个 垂直 的 坐标 畏 旋 转 ， 必 定 会 找 到 一 个 放 向 使 K 兴 一 KK 二 0 。 这 样 的 坐标 轴 方 向 
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者 为 刚度 主轴 。 

对 于 多 上 屋 建 筑 蝎 ， 一 般 各 明 的 重心 和 刚 心 并 不 一 定 能 匀称 地 位 于 同一 名 三线 上 ， 同 样 ， 
各 屋 的 刚度 主轴 方向 也 不 一 定 能 限定 在 同一 方向 上 。 可 是 当 所 有 的 构件 对 互相 正 交 的 两 个 办 
平行 地 配置 时 ”这 两 个 轴 的 方向 必然 是 刚度 主轴 。 

妨 。 平 面 振 动 系 许 

当 各 层 的 刚度 主 辅 方向 都 相同 时 ， 令 其 为 x，y 轴 ， 而 且 当 各 层 的 重心 和 刚 心 都 一 致 时 ， 
镍 两 略 磊 向 的 位 移 就 互 不 耦 违 ， 也 不 会 发 生 绕 z 轴 揭 转动， 因此 系统 的 运动 可 以 分 别 在 工 - 
z 平面 内 和 y- 平面 肉 独立 考虑 。 对 于 这 一 类 仅 以 在 1 个 平面 内 的 运动 为 研究 对 象 的 模型 
称 做 平面 振动 系统 。 

ee。 宣 曲 荀 惫 型 

如 果 在 -z 平 面 内 分 析 平 面 振动 系统 ， 对 各 个 质 点 可 以 只 考虑 诬 工 四 方向 的 位 移 x 和 
绕 了 外 的 旋转 3， 这样 记 有 各 质点 都 可 考虑 为 具有 x 和 # 两 个 自由 度 的 系统 ， 叫 做 弯曲 前 切 型 
振动 系统 。 

如 果 弯 曲 藤 切 型 系统 对 从 位 移 3 进 行 前 访 减 缩 ， 共 动力 分 析 的 方法 便 和 下 面 要 讲 的 前 切 
型 完全 一 样 。 

f。 前 殷 型 

如 果 忽 略 柱 体 的 轴 疝 变形 ， 即 它 的 拉 伸 与 压缩 变 
形 ,并 对 弯曲 前 切 型 系统 施加 约束 9 一 0, 便 成 为 蔗 碟 型 
拔 动 系统 ， 所 有 各 质点 都 只 考 虚 沿 水 平方 向 和 的 位 移 
x 。 于 是 系统 的 自由 度 等 于 质点 的 个 数 ， 可 以 着 作 最 
简化 的 存 筑 物 模型 。 图 6.11 所 示 情 况 虽 称 为 弯曲 前 切 图 6.11 物件 变形 与 层 间 位 移 
型 的 或 藤 切 型 的 ， 但 从 宏观 上 着 仅 表 明 在 农 间 发 生 了 单纯 的 相对 人 位移， 并 不 意味 着 这 种 相对 
位 移 是 因 晨 各 构件 的 前 切 变 形 所 引起 的 。 这 一 点 和 图 ?2.2 中 所 示 情 况 一 致 。 除 非 有 特殊 的 构 
造形 式 ， 质 点 闻 的 相对 位 移 往往 是 由 于 框架 构件 的 弯曲 变形 所 造成 的 。 


6.4 运动 方程 式 的 解 


6.4.1 运 黄 方程 式 

当 凶 质点 系统 的 自由 度 为 # 时， 系统 的 运动 方程 为 式 《6.29) 所 给 出 的 形式 ， 井 经 静 悉 
减 缩 后 系统 的 主 位 移 个 数 为 站 ， 运 动 方程 便 如 式 〈6.36) 所 示 ， 仍 属 同一 类 型 。 因 此 无 论 在 
什么 情况 下 ， 多 质点 系统 的 振动 问题 可 以 归结 为 求解 如 下 的 运动 方程 式 

CMA FE CI FCEIO} ={P} (6.39) 

式 中 ，[EM13: 质量 征 阵 :CC J 阻尼 炬 际 ，CK)，( 减 缩 】 刚度 炬 降 ; {6}， 加 速度 矢量 ; 
{60}， 速度 关 量 ，{6}， 位 移 笑 量 ，{P}， 外 部 激 振 舌 量 
土 面 输出 的 炬 降 和 笑 基 的 次 数 均 为 x 。 此 外 ， 一 般 情 况 下 ， 和 矩阵 [C 2 和 [KI 为 非 对 角 候 阵 ， 
关 而 位 移 之 问 存在 耦 联 ， 式 (6.39) 为 上 元 二 次 联 立 方程 式 。 

式 《〈6.39)》 是 景 一 般 的 运动 方 答 式 ， 能 况 适 用 于 所 有 具有 集中 参数 的 线性 系统 的 振动 问 
题 。 特 定 系 统 的 特性 都 体现 在 系数 逢 阶 EMd, [CI;EKI 中 ,外 部 涩 振 力 不论 是 何 种 娄 型 ， 都 
由 欠 量 {P } 来 表示 。 悍 是 正如 以 前 提 到 过 的 那 伴 ， 这 些 矩阵 始终 具有 下 列 性 质 ， 邯 EAd3 为 对 


* jl a 


角 华 中， fk 和 CC I) 为 对 称 和 矩阵 ， 并 且 EM J 和 [CL& ) 为 正定 等 。 

因为 式 〈6.39) 为 一 次 常 微分 方程 式 ， 通 解 中 含有 2n 个 积分 常数 ， 这 些 常 数 通常 由 给 出 
的 初始 条 件 ， 即 初始 位 移 矢 量 {16(0)} 上 和 刘 始 速度 估量 16(9 计 来 决定 。 当 激 振 关 量 { 忆 为 零 矢 
景 时 ， 式 (6.39) 便 成 为 自由 振动 方程 式 ， 而 当 {tPTist9+ 时 便 为 广义 的 强迫 振动 。 通 常 将 
{P} 为 谐 和 周期 性 为 时 的 操 动 称 为 强迫 振动 ， 兴 {了} 为 非 谐 和 力 时 的 系统 振动 总 称 为 暂 志 
振动 。 这 与 第 二 党 和 第 三 合 中 已 经 讲 过 的 单质 点 系统 是 一 样 的 。 

6.4.2 无 阻尼 自由 振动 


和 。 运 动 方程 式 
者 令 式 〈6.39) 中 的 CC 一 [03，{tPi+= 一 0， 就 得 到 无 阻尼 自由 振动 方程 式 
EM 二 TEST 一 101 {8.40) 
或 对 此 式 前 药 位 移 第 阵 [j 3)， 且 接 式 (6.21) 有 [了 ICKK] 一 Kk 7 3 上 式 合 能 表示 成 
[了 下 MG 二 TS 一 101 {6.41) 
堵 和 将 式 《〈6.40) 展开 ， 人 恒 有 
md 十 下 由 6 TK 二 Kd 一 0 | 


: m2dz 二 EG 十 区 8s 十 Mera 十 五 ng 一 0 


| (Ca) 
mada Kd E267 十 nn 十 下 sa 个。== 0 
闻 样 ， 由 式 《6.41) 可 得 

mfnd, +maf 162 + +mefnd, 二 二 0 


mfaGs t+ ntlaada 二 十 MsnG 十 ds 一 0 (b ) 
1 于 Pa 四 二。 十 了 sjungs 十 6 一 
如 果 入 据 4,.2,1 节 中 提 到 过 的 结果 ， 式 《 a ) 恒 是 静态 耦 腾 型 的 运动 方程 式 ， 式 《b ) 为 动 
坊 糊 联 型 的 。 或 者 也 可 将 式 《 a ) 和 式 《b) 分 别称 为 位 移 耦 联 型 的 和 加 速度 耦 联 型 的 运动 
方程 式 。 
b。 固 有 频率 和 丘 型 
现在 我 们 把 作为 时 间 t 博 数 的 位 移 熙 (+) 表示 成 据 幅 笑 量 {uw} 和 同 频 率 为 P(>> 9 ) 的 谐 
和 振动 "的 莱 积 
{6}—={u Fe {6.42) 
式 中 矢量 {4} 和 标量 p 为 未 知 量 。 如 将 式 (6.42) 代 人 式 (6.40)， 恒 有 EM ww}( 一 pie''') 十 
CEITW el 一 1 ， 即 有 
CEI{u}—=pPEMIHu} : (6.43) 
式 (6.43) 就 是 式 《5,45) 给 出 过 的 固有 值 问题 方程 式 ， 不 过 这 里 CAI] 二 [KJ 【BD) 一 EM 
二 D2。 因 此 ， 具 有 任 守 nn 个 自由 诬 的 质量 系统 ， 它 的 无 阻尼 自由 振动 方程 式 的 解 ， 可 央 结 
为 寻求 满足 这 (68,.43) 的 了 和 {wu} 的 因 有 慎 癌 题 。 而 且 由 于 CE 闪 J、[ 下 J 均 为 实 对 称 算 隆 且 又 
是 引 定 的 ， 旷 5.5 节 中 的 理论 完全 适用 。 
把 L1 前 水 式 《6.43)， 人 恒 得 
CRIuw} pl wu} . Ce) 
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起 


副 


式 中 CRI=FMI CK) 
XMJ~E KK 都 是 对 称 矩 阵 ， 接 定理 2，[ RJ 并 不 一 定 是 对 称 和 从 阵 。 但 是 如 果 现 在 定义 *MJS 
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EV me 4 式 (6.43) 能 写成 [KJ{ x} 一 p 玉 M1iEM 3{w}， 营 再 将 KM3-? 前 莱 此 式 , 便 为 
FEMI SEKI{W} =p 千 ME{w}， 寻 
BMI 3CEREMI~ SEMIT{u} pF MJ} (4d) 
起 中 ，FMJ-[CK EM 了 显然 是 对 称 矩 陈 ， 若 采用 记号 (SJ=FM1 KJCM)-，{ 0} 二 
EM3Ez +， 则 式 〈《d)， 也 即 式 (e ) 就 灾 为 如 下 形式 ， 
[号 了 0 一 Pa 人 7 (6.44) 
这 就 变 成 了 所 谓 实 对 称 矩 隆 的 固有 伪 问 题 。 
式 (6.43) 可 进一步 写成 
(CKI—pTEMI{u}Q={N} (6,.45) 
这 是 关于 突 量 {|} 的 个 分 量 耐 ， 2 机 的 元 一 次 齐 次 联 立 方程 式 。 当 式 (6.45} 身 
是 条 件 式 《5.48) 给 出 的 公式 
Get([ 站 1 一 bp 下 时 ) 一 0 (6.46) 
时 ， 就 存在 非 平凡 解 。 式 6.46) 是 关于 5: 的 所 次 代数 方程 式 ， 这 就 是 前 面 所 讲 过 的 求 国有 
值 问题 的 方程 式 ， 或 称 为 特征 方程 式 。 对 于 振动 问题 ， 因 为 这 方程 式 是 用 来 决定 由 式 {6.42) 
所 假定 的 贺 频 率 的 ， 所 以 也 往往 叫做 频率 方程 式 。 
按照 定理 10， 式 〈6.46) 具有 nn 个 正 实 根 ， 也 即 有 nn 个 正 数 p* 为 国有 值 。 车 令 它们 的 平 
方 根 为 


P=0 0 Oa {e) 
则 称 @ (了 二 1，2…n) 为 系统 的 固有 网 频率 。 固 有 图 频率 是 接 其 值 从 小 到 天 的 顺序 ， 
如 式 《 。 ) 那样 排 强 的 ， 其 中 序号 /可 称 为 振 型 的 阶 数 或 固有 频率 的 阶 数 。 和 而且， 将 个 固 
有 圆 频率 数 作为 主 对 角 元 素 ， 接 振 型 阶 数 的 顺序 排列 成 的 对 角 矩 阵 


ac 0 心 0 
9 pri TT 自 


Lay= | ， : : (6.47) 
下 站 we | 
称 为 频率 拭 阵 。 不 难 理 解 ， 第 隆 
(us 0 0 
Eggq= 人 ao 0 -op (6.48) 


0 0 ys 


相当 于 由 式 (5.50) 所 定义 的 庶 矩 阵 。 
项 将 频率 方程 式 【《6.46) 求 得 多 aa 个 固有 值 分 唱 代 和 人 式 〈86.45) 以 求 入 国有 图 数 ， 就 


可 确定 每 个 振 型 的 固有 关 基 。 
站 182 二 


{1? 
| ai 
0 一 2 _。 i 一 1， 2 {0.49) 
Ws? | 


这 些 固有 类 量 在 代表 各 振 型 中 种 质点 的 位 移 控 幅 ， 或 代表 无 阻尼 系统 的 振动 形 坟 ， 志 即 相 当 
于 4.1.2 季 中 讲 到 两 质点 系 时 称 作 的 标准 振动 形 或 拆 型 。 
将 全 部 振 型 汇总 ， 经 排列 后 得 到 的 年 阵 


前 面 式 (5,49) 记 表 示 的 那样 


县/ 2 ne Wt"? 
Wil? Wi?) we Hi"? 
[末了 一 {6.50) 
1 : 
| ul 1 PE WA? 
为 振 型 矩阵。 


述 有 ， 在 对 式 《6.41) 的 动态 三 连 型 运动 方程 式 求解 时 ， 与 式 《6.46) 相对 应 的 运动 方 
程式 便 成 为 


det (FTN/p2—[ fF IEMY) = 0 (6.51) 
可 由 时 解 得 1/P 
【 售 题 6.8】》 求 图 6.12 所 示 五 质点 系统 作 前 切 型 振动 时 的 固有 闫 率 、 因 有 沙 数 。 
[和 解 ] 显 热 ， 质 量 和 矩阵 为 
0.055 
0.045 
EMJ= 0.045 t's:/cm (6.52) 
0.045 
0.050 
由 于 是 前 切 振动 ， 可 以 只 考虑 x 方向 的 位 黎 和 力 ， 其 刚 庆 系数 如 下 : 
Kpo 一 大 长 is 一 一 了 em 
Kakstks Ks—=—ks Ky=—k, 
Kas—=k,+ks Ka—=—K, Ka—=—kKy 了 和 一] 的 ea 
Kus=kstky Ks=—k Ku=—k An 
EL 二 Ks +k Ry; = 一 了 2 3 ltt 
其 它 均 为 堆 。! 式 中 刚 诬 系 孝 下 的 上 标 均 已 省 赂 )。 因 此 刚度 20 了 
和 矩阵 变 为 下 列 形 式 
120 一 120 
一 120 270 ”一 150 
CKI= —150 330 一 180 t/em 
—180 390 —210 
四 一 210 420_ 


(6.53) 图 8.12 五 质点 系统 的 例子 
把 不 (6.52) 和 (86.53》 代 人 式 〔〈6.43) 的 固有 范 问题 方程 式 ， 得 到 的 解 恒 是 所 求 的 固有 植 
疡 和 固有 记 数 。 其 结 时 为 
+» 164 。 


所 本 


【pe12 一 313.8 (〔P 12 一 2508 【p(8)5=5661.3 【Pi 一 9784. (p12= 14570,.5 
1 一 0 6426 一 一 0.5529 让 一 一 0.3689 8 一 一 0.1749 t= 0.0349 


下 全 人.5502 MI 一 00175 站 3 一 O883 1 一 0.6096 5 一 一 0。.1979 
让 = 一 站 44244 U2== 4620 了 一口 .3549 Hit = —0.5522 Wf’= 0.4810 
HI=0.2864 其 和 一 0.5724 UlSl= ~ 0,34]9 Wit’=—0.1695 号 后 一 一 0.7054 
WI ==0.1487 Hz 一 0.39I0 w=——0.5244 Mi 一 0.5140 5 一 0.4802 


车 这 了 的 各 阶 固 有 卫 数 值 ， 也 即 因 有 和 泉 瓜 值 。 全 粥 以 1 为 模 数 ， 恒 可 求 得 标 淮 化 后 的 固有 消 
数值 。 如 求 与 此 对 应 的 各 阶 上 加 有 网 频 率 、 间 有 频 淮 、 因 有 局 期 ， 恒 可 得 到 各 表 6,1 中 所 示 的 


结果 。 
洪 8.1 有 人 吴 率 

防 数 头 有 加 频 亨 由 有 频 宁 周 期 
了 m1? {rad/s) 2 dfHz) Trgy 


17.71 | 2.82 0.456 


1 

2 的 ， 7 .655 8 .532 
3 76.24 11.97 0.084 
各 人. 的 15 .74 0.064 
5 120.71 19.21 0.052 


将 固有 值 和 固有 国 数 分 别 汇总 ， 人 司 可 获得 下 列 形式 的 谱 上 矩阵 和 振 型 怎 阵 ， 
313.8 
2250,.9 
BON= $5661.3 "(6.54) 
9784.9 
14570.5 
0.6426 一 0.5529 一 0.3680 ~—0,1749 0.0349 1 
ea 0.0175 0.5883 0.6096 —0.1979 
[可 = | 0.4244 D.4620 0.3549 一 0.5522 0.4810 (6.55) 
0.2864 0.5724 一 0.3418 —0.1695 ”一 和。7054 
L01487 0.3910 一 0 .5244 0.5140 从。 4602 
注意 ， 从 这 个 例题 开始 的 以 后 一 系列 例题 中 ， 质 点 的 序号 是 根据 它们 离 地 面 的 商 姬 ， 从 
高 到 民 接 1 =5，4，3，2，1 编 号 的 。 己 是 据 型 的 阶 数 序 仍 以 1 一 1:，2，3，4，5 为 
序 。 
c。 振 型 的 标准 化 
转 有 函数 的 联 立方 程式 〈6.45) 的 右边 全 为 零 ， 是 齐 次 方程 式 ， 对 此 求 得 的 解 ， 只 基 
国有 笑 量 各 个 分 量 的 比 慎 ， 击 它们 的 绝对 秆 ， 即 宪 们 的 模 ， 尚 不 能 确定 。 车 运动 的 初始 杂 件 
已 经 给 定 ， 人 恒 能 确定 看 有 国 数 的 绝对 值 ，4,1.2 节 中 讲 过 的 两 质点 系统 就 是 一 例 。 
然而 在 有 些 场 舍 ， 并 不 关心 具体 的 初 娩 条 件 ， 作 为 系统 的 一 般 特 性 之 一 ， 挫 多 画 出 各 阶 
据 瑟 。 这 时 为 了 方 恒 ， 可 对 振 型 实施 标准 化 。 标 准 作 的 方法 有 许多 种 ， 这 里 只 介绍 认为 是 最 
侣 理 的 鸡 与 系数 法 。 
现 仿 80 pp 为 m 个 系数 ， 疾 地 居 位 表示 成 侨 最 形式 .有 一 1 Bi. 
“这 里 所 讲 的 标准 化 ， 与 3.4.8 节 所 述 意 义 东 有 不 同 。 


= 


根据 它 与 振 型 录 阵 的 积 为 

CUI{AB}={I+ (6.56) 
米 决 定 {B}。 如 果 将 式 (6.58》 与 式 《5,57》 进 行 比较 ， 虱 可 明白 {BB} 相 当 于 将 单位 舌 量 
{1} 按 固有 和 拓 量 展开 时 的 振 型 的 系数。 因 下 在 式 (5.58) 或 (5.59) 中 ， 令 [ B 7} 一 EMy; 
{Xx} 一 {1}， 于 是 {B83} 为 


{1B}=(CUINTMAUD CU YEMH1} (6.57) 
或 
cn {HTM} 
8 {a Em (6.58) 
5S) mgs 
一 一 二 ! 《6。59) 
> me 3 
于 一 上 
对 这 样 的 系数 请 【一 14，2… 和 3)， 经 溢 以 相应 阶 数 的 振 型 矢量 后 得 到 的 矢量 
BYE 
{gos | 
{BDH}=. ， {8.60) 


BM | 
恒 称 为 参与 函数 矢量 ， 而 且 把 系数 8 称 为 第 i 阶 参与 系数 ， 把 参与 函数 舌 量 的 第 主 个 元 素 
BD wr 吊 做 与 位 移 6, 有 关 的 第 1 阶 参 与 函数 。 但 是 必须 注意 ， 敌 与 系数 8 "是 以 位 移 5 的 
单位 的 倒数 为 单位 取 值 的 ， 而 且 共 数值 也 随 所 选 振 型 和 所 其 模 的 选 法 而 噶 。 

与 此 上 相 比 ， 参 与 施 才 是 无 最 岗 的 量 ， 对 于 只 确定 比值 的 固有 函数 ， 可 以 按 式 《6.56)》 的 
条 件 去 确定 其 什 。 因 此 可 以 有 效 地 用 于 振 型 的 图 形 表 示 ， 意 义 完全 相同 。 若 进一步 展开 式 
《6.56) ， 人 恒 有 


具 
BVOwD BHOw 直 ， 寺 开 5 下 》 >) BPWD= 1 
ja I 
i =1l 2 {8.61) 


这 样 ， 就 得 到 下 述 定理 。 

【定理 13] 对 于 任意 位 移 的 全 部 参与 系数 之 总 和 总 等 于 1。 

此 定理 对 于 校 核 男 有 值 的 计算 结果 是 大 有 用 处 的 。 

但 是 这 里 所 讲 的 振 型 矢量 的 标准 化 ， 单 纯 是 为 了 方 恒 ， 而 并 不 改变 振动 分 析 前 本 质 。 因 
此 振 型 秆 降 的 各 列 元 素 值 只 要 保持 由 式 《6.45) 确定 的 比值 ， 不 管 模 取 什 么 信 都 不 会 给 以 后 
的 分 析 工 作 带 来 困难 。 

各 据 型 曲线 与 代表 中 性 位 置 的 轴线 相 交 的 点 ， 也 即 当 内海 虚 各 单个 振 型 时 那些 不 作 运 
动 的 点 ， 称 为 读 振 型 的 节点 ， 第 了 防 振 型 有 i 一 1 个 节点 。 与 节点 情况 不 同 ， 位 于 两 个 节点 
之 间 振幅 达 极 大 的 点 称 为 腹 : 这 已 是 众所周知 的 了 。 

{ 例题 6.9】 试 求 例题 4.1 中 两 质点 系统 的 参与 函数 。 

[ 解 】 已 知 na 一 0.055，r 一 0,050t -sz/emy 由 例 逢 4.3 已 求 得 振幅 比 1 0 一 gz /W177? 一 
.644，31 -2 At 一 一 0 .553 现在 老 令 80 = 二 4243 一 1 ， 央 加 有 国 数 为 
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HD 一 1。.644 HAD 一 一 站 .553 
wD 一 1.000 WD 1000 
将 这 些 值 代 人 式 〈6.59)， 得 参与 系 北 
B=[0,055X1.644+0.050 X1000]/0.055 x (1.644)2+0.050 x (1.000)2) 
=0.1404/0,.1986 二 0.707 
有 2 一 [0.055X( 一 0.553)X0.050Xis000]A0.055X(--0.553)2 十 0.050 x {1.000):) 
=0.01986/0 .0688=0,293 
由 此 求 得 如 下 参与 尔 数 : 
BDuY =1.162 BV =—=—0.162 
日 Di =0.707 请 1 —0.293 } 
【例题 6.10】 用 图 接 振 型 国 数 表 示例 题 8.8 中 给 出 的 系统 振 型 ， 并 证 明定 理 13 成 立 。 
[ 解 ] 由 例题 5.8 式 (6.55) 有 
~ 0.6426 0.5502 0.4244 0.2864 0.1487 | 
—0.5529 0.0175 0.4620 0.5724 0.3910 
CUIT= | —0.3689 0.5883 0.38549 一 0.3419 一 0.5244 (6.63) 
—0.1749 0.6096 一 0。5522 一 0。169 和 5 0.5140 
0.0349 一 0.1979 0.4810 一 0。.7054 0.4802_ 
特 式 《8.83) 和 (6.52) 先后 代入 式 (6.57) 得 
”0.03534 0.02476 0.01910 D0.01289 0.00744 | 
—0.03041 0.00079 0.02079 0.02576 0.01955 
EVITEMYI=| —0.02029 0.02647 0.01597 —0.01539 —0.,02622 
—0.00962 0.02743 一 0.02485 一 0 人 .00763 0.02570 
0.00192 一 0.00891 0.02165 一 0.03134 0.02401_ 
TO.04924 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 
0.00000 0.04882 0.00000 0.00000 0.00000 
CUITEMICOI = | 0.00000 0.00000 0.04774 0.00000 0.00000 (6.64) 
0.00000 0.00000 0.00000 0.04663 0.00000 
0.00000 0.00000 0.00000 0.00001 0.04616 
(CUIEMICUICU IEMY 
”0.7178 0.5028 0.3879 0.2617 0.1510 | 
| 0.6229 0.0161 0.4258 0.5276 0.4004 
征 | 一 0.42510 0.5546 0.3345 一 人 .3223 一 0.5492 (6.65) 
一 0。2063 0.5883 一 0.5330 一 0。163f 0.5511 
0.0415 —0.1930 0.4689 一 0.6876 0.5200_ 
”2.021 | 
0 .747 
»» {BY TITMIOIN UEMI{ 1 }= | —0.407 (6.66) 


0 .237 
0.150_ 


(6.62) 


，487 ， 


把 式 (6.66】 所 示 揪 量 {18} 的 各 个 分 量 ， 即 各 阶 参与 系数 请 乘 以 式 《6.55) 所 示 的 在 振 型 
矩阵 中 种 自 对 应 的 列 ， 便 可 将 求 得 的 算 阵 CB0] 表 示 成 
1.2990 一 0.4131 0.1503  —0.0414 .0052 
].1121 0.0131 —0.2397 O1442 一 0 .0297 
[BUJ= | 0.8579 QO.3452 —0.1446 —0.1306 0.0721 (6.67) 
0.5788 0.4277 0.1393 一 0.0401 一 0.1058 
_0.3006 0 .2921 0.2137 0.1216 0.0720 | 
诸 和 矩阵 中 的 省 列 就 是 各 阶 参 与 函数 ， 坟 经 标准 化 后 的 振 型 ， 如 用 图 形 表 示 恒 如 图 6.13 所 示 。 
车 要 计算 式 《8.55) 与 式 《6.66) 之 积 ， 也 部 式 (6.58》 中 的 正 边 部 分 ， 自 然 得 到 由 

f 1.00 

ja 
CUI{B}=. ro| 


1.00 
1.00 
由 示 的 单位 矢 上 车 ， 由 此 证 湖 了 定理 13 的 成 立 。 如 采用 图 6.13 所 岩 示 的 多 与 钞 数 值 ， 丰 接 计算 
式 (6.61)， 也 可 得 到 
1 .298 一 0 和。413 二 0.150 一 041 十 0.005e=1.00 
1.112 十 0.013 一 0.240 于 0.144--0.030==1.00 
0O.858 +0.345—0.145—0.131 二 0.072=1,.00 
0.579 二 0.428 十 0,.139 一 0,.040 一 0,.106 一 1,.00 
0.301 十 0.292 十 0.214 十 0.122 十 0.072 一 1 ,00 
， 第 1 报 弄 第 3 挎 型 第 3 振 开 第 4 振 弄 第 5 所 型 


: TD 一 以 3553 TO D1324 T= = 0 TI 一 0.0538 
和 29 二 4 1 的 一 Il 0 


L112 0.0IS 一 Qi 一 必 ， 
[85 和 人 345 一 让 全 113] pr 
.4 .19 一 忆 一 也 


0.292 .2 0.129 他 2 


图 6.13 振 型 图 示 讽 
昌 18S 。 


8.4.5 无 蛆 足 暂 态 振动 

a。 运 动 方程 式 

若 在 式 〈6.39) 中 令 CCJ=[o0]，!Pis{ft0o}， 便 得 到 无 阻尼 系统 的 广义 强 扎 据 动 方程 
式 

EM 二 CE3fd+ 一 {P} (6.68) 

式 中 {P} 通 常 为 时 间 过 程 ， 即 由 {P( 人 站 } 给 定 的 汪 振 力 和 拓 量 ， 问 题 便 成 为 求 系统 在 这 -一 类 激 找 
力作 用 下 的 反应 。 

前 面 讲 过 ， 一 般 精 癌 下 刚度 矩阵 5 天 ] 是 非 对 角 年 阵 ， 因 为 有 非 对 角 元 素 的 介入 ， 训 会 出 
现 静态 看 区 ， 式 《6.68) 便 变 成 了 联 立 微分 方程 式 。 但 是 Pt 为 已 知 的 时 间 过 程 ， 只 要 初 奴 
条 件 给 定 ， 就 可 以 用 直接 积分 法 来 求解 联 立 微分 方程 式 ， 这 样 的 分 析 方 站 称 为 直接 积分 法 。 
通常 耻 初 冶 条 件 为 1 上 =4101，{161:=101， 表 示 系 统 从 静止 状态 开始 运动 。 

b。 运 动 方程 式 的 解 硬 

虽然 可 以 平 用 直接 积分 法 求解 ， 钥 如 果 在 运动 方程 式 中 设 有 看 联 时 ， 分 析 工 作 自 然 就 变 
得 于 分 容易 。 有 没有 燥 联 与 选择 位 移 侯 标的 方 闪 有 鞠 ， 只 要 坐标 选 得 适当 ， 粮 联 恒 可 能 销 
失 ， 狐 如 4.2.2 节 中 列举 的 两 质 扣 系统 例子 那样 。 对 于 无 阻尼 多 质点 系统 ， 常 常 有 可 能 使 这 
类 运动 方程 式 解 耦 ， 为 此 ,可 以 利用 定理 12 和 5.5.3 节 中 叙述 过 的 方 壮 将 任意 矢量 按 固 有 舌 重 
展开 。 

普 先 著 虚 迄 动 方程 式 《6.68) 石 边 {Pi-={0} 时 的 自由 控 动 辕 况 ， 如 前 所 述 可 求 得 如 
式 (6.49) 给 出 的 1 阶 芒 至 n 阶 因 有 矢量 。 将 它们 归纳 汇总 后 可 表示 成 如 式 (6.50) 所 
示 的 矩阵 EU]， 即 式 《5.49) 给 出 前 轩 有 值 问 题 方 程式 中 的 拓 型 算 阵 。 仿效 式 (5.57)， 


车 设 


10}=[CUOI{a} (8.89) 
恒 与 蕊 《8.57)》 一 样 ,把 位 称 关 是 161 按 周 有 和 估量 展开 。 因 为 和 失 景 {98} 的 诸 分 晤 即 拔 型 系数 ， 
车 把 它 痢 必 新 的 广 吝 举 标 ， 式 (6.69》 恒 表示 从 举 标 {6} 变 换 为 坐标 {91}。 若 对 式 《6.69》 
施行 赣 变 换 ， 中 式 《5.58)， 可 表示 为 
{a3=(CUYFMIUOI CDTEMSE CS) 《6.70) 
特 式 (6.69) 代 人 受到 汶 振 作用 的 适 动 方程 式 《6.68)》 中 ， 得 
EMYICU {YF CEICUI{IG}=1{P} 
前 节 CU I ， 谈 为 
CUITEMICU IY} HCUITTEICV NMI} 了 IPT (6.71) 
根据 定理 12， 上 时 处 的 COEMEUI，{U TEKICUJ] 都 是 对 角 烘 隆 。 因 此 ， 式 《6.71) 成 为 
坐标 之 间 无 三 联 的 运动 方程 式 。 即 只 要 施行 式 〈6,.69) 的 坐标 变换 ， 人 恒 可 使 运动 方程 式 得 到 
解 粮 。 因 此 举 标 {4 成 为 正则 坐标 。 
现 若 将 对 角 齿 阵 [U JITEMJIV]I，5CDTCEICU ) 的 主 对 角 元 素 和 和 其 [UI {P} 的 元 素 
表示 成 
i Mt) 一 一 KY 


! M2 E's 
al .. CUITCKICU)I= 


+ 169 « 


Pt 


jee 
[LT 一 


| : | 
(p®, 
式 《6.71) 便 成 为 n 个 独立 的 微分 方程 式 
MD Eg = Pp 一 1， 9 {6.72) 


式 中 
KH KIN' (6.73) 
Pi {wm} TH p} 

分 别 把 由 式 《6.73) 所 定义 的 MM 中 ， 玉 中 ，P ?了 (CF 二 1，2，…) 称 为 第 次 正则 质量 、 正 


刚 弹 得 常数 和 正则 激 控 力 。 
车 对 式 《5.52)}， 世 就 是 这 里 的 


Mm{u TM | 


CKIUI=EMICU 下 2 (8.74) 
前 屋 以 CU ]7， 得 

CUICKICUI=IU TEMEU IRN=EM Ea {6.75) 
即 有 关系 式 

EK 2]=FM {4 To) 
所 以 

其 人 7 本 ijl, 2 (6.76) 
因此 式 《6.72} 可 写成 形 如 

到 全 十 (@ 3g = Pi M0? —1, Dr (8.77}) 
的 方程 。 


式 (6.72) 或 《6.777 是 基于 函数 g22(0 的 二 和 阶 线性 常 蒜 数 微 分 方 程式 ， 采 用 单质 点 某 
统 中 讲 过 的 方法 ， 恒 不 难 求解 。 因 此 ， 按 式 〈6.69) 和 作 举 标 变换 使 运动 方程 式 解 不 ， 可 以 帘 
作 把 多 质点 系统 问题 还 原 成 单质 点 系统 问题 。 
如 果 求 得 82( 一 1，2…8) 即 和 拓 量 {49}， 便 可 按 式 (6.69》 确 定 实际 前 变 位 {8}， 对 
本 节 所 讲 的 无 阻尼 系统 情形 ， 这 就 是 运动 方程 式 (6.68) 的 正确 解 。 
【例题 8,11} 试 证 定理 12 对 例题 5.8 中 的 系统 成 立 ， 求 其 正则 质 基 和 正则 弹 策 常数 。 并 
证 式 (6.76) 也 成 立 。 
[ 解 ) EU 下 MEU 5 的 计算 结果 已 在 式 (6.64) 中 求 得 ， 对 CU DITLK LD 进行 计算 ， 得 
15.453 0.000 O0000 0,000 -0.000 
0.000 109.892 0.000 0.000 -0.000 
COITCRICOI=| 0.000 0.000 270.2498 0.000 0.000 (6.78} 
0.000 0.000 0.000 456.245 0.000 | 
O000 0.000 0.000 0.000 672.663 


也 是 对 角 和 矩阵 。 
按 式 〈8.64) 和 (6.78)， 求 M7 ， 臣 (KDAMD( 一 1 2…5)， 结 果 为 


19 ， 


阶 数 } Bf? KE 下 (ANT 
1 0.04924 15.453 313.8 
2 0.04882 109.892 2251 (8.79) 
了 0.04774 270.249 5661 
4 0.04663 456,.245 9784 | 
5 0.04616 672.653 14572 


可 双 ， 开 CA7MC 值 与 式 《6 .54) 所 示 的 (2 中 )? 值 在 小 量 和 的 计算 误差 范围 内 是 相等 的 。 
令 财 是 系统 的 皮质 量 ， 显 然 有 型 一 到 十 凡 : 十 … 十 Ps， 音 令 各 质点 的 质 量 组 成 所 量 {m} 
= 一 《mm ， 则 它 与 单位 矢量 的 内 积 可 表示 为 
MTT1IT {a) 
车 将 式 (6.58)】 代 入 式 (a ) 中 的 {1}， 变 为 


in n 坟 
M={m} CUB}=BD BY mu 4B Dy mu? + BY 2 mwl 


i=1 i=l i1=1 


人 Hp BY ml (b) 
式 (&) 可 表示 为 加 
对 一 丽人 十 形 思 十 … 士 村 全 一 > 要? (6.80) 
进 面 将 式 《6.59) 代入 式 (b) 的 8 ， 有 
Bo) 
t=l 
7 Sy me (ui) 和 
1 一 


称 避 为 各 惟 的 有 效 质量 。 和 如 式 (6.80》 所 示 ， 所 有 据 型 阶 数 的 有 效 质量 之 和 等 于 系统 的 总 
质量 。 不 同 于 式 (6.,73) 中 定义 的 正则 质量 取决 陡 振 型 矢量 之 模 ， 有 效 质量 是 不 随 模 而 变 的 
确定 值 ， 代 表 全 部 质量 在 各 阶 振 型 中 所 占 的 比例 。 

【例题 8.12]】 对 例题 6.8 中 的 系统 求 各 阶 有 效 质 量 ， 并 证 明 式 〈6.80) 成 立 。 

[ 解 】 车 按 式 《6.597， 可 将 式 〈6.81) 改写 成 


Wi= {87): 号 2 


= 1 
疙 
B94 已 在 式 (6.66》 中 求 得 : ”B37 mifet0) 是 式 《6.64》 中 的 主 对 和 元 素 ， 也 均 已 求生 ， 所 以 
Tl 


有 效 质 量 为 《单位 tszycm) 
有 全 一 ( 2.021}:x0.04024=0.201 


开导 一 ( 0.747)2X0.04882 一 站 029 
机 司 一 (一 0.407)2XT。04774 一 0 09 由 
闻 避 一 ( 0.237)3X0.04663 一 0。003 

(= 0。150)2X0.046186 一 0.001 


. 4141 * 


出 于 有 MM 一 0.055 十 8 X0.045 二 0.050 二 0 .240 ,向 


DD! 有 人) 一 0.201 上 十 0.027 十 0.008 十 0.003 十 0.001 一 0。24 
f=! 
这 就 证 明了 硝 效 质量 的 总 和 等 于 系统 的 总 质量 。 
6.4.4 有限 尼 拱 动 
a。 运 动 方程 式 
有 阻尼 的 多 质点 系统 的 运动 方程 式 ， 如 式 〈6.39)] 中 给 出 的 那样 ， 为 
SMI{O} +CC YI} +CEI{O =1{P} (6.82) 
除了 刚度 算 阵 中 有 非 对 角 元 球员 现 位 称 移 联 处 ， 还 因为 阻尼 和 矩阵 中 的 非 对 角 元 案 而 存在 速度 
移 联 。 此 外 ，§8.1.7 中 已 经 提 和 到 ， 内 为 阻尼 和 矩阵 的 元 素 不 能 直接 决定 ， 即 使 已 经 给 定 激 振 
矢量 { 了 } 和 初始 条 件 ， 也 不 能 像 隶 解 无 阻尼 系统 的 蕊 《6.68) 那样 ， 用 直接 积分 站 去 求解 式 
{6.82)。 
b。 使 运动 方程 式 解 者 的 假定 
设 CUV 为 对 无 阻尼 自由 振 动 方 程式 (6 .40) 求解 得 到 的 振 型 矩阵。 和 对 式 (6.69) 及 
《6.70) 一 - 样 作 下 列 坐 标 变换 : 


{16}=tUI{a} . (a) 
{a} (CU TMYEUI NUITEMI 0} (b) 
若 将 式 { a ) 代 入 式 (8,82)， 有 
EMICU {9g} FCCICU I ACKICUI Gg}=1{P} (ce) 
用 [上 U7? 前 药 式 (5 }， 可 得 
CUYEMICU NMY TEUIECICC HM HEUTEICU NH a}=CUITP} (6.83) 


按照 定理 19。 式 (6,83) 堪 例 前 [CCDOITEM 江 ED] 和 [CEI 为 对 角 和 矩阵 ， 和 但 是 与 阻尼 有 
美的 三 重 积 LUITCCJICUI] 一 般 说 来 孝 不 能 保证 是 对 角 算 阵 。 事 实 上 ， 不 具 禾 其 种 条 件 ， 
CDIJTEC DD 恒 不 能 变 成 对 角 和 矩阵 。 因 此 虽然 在 式 (6.83) 中 设 有 质 县 的 灰 联 ， 也 没有 位 
移 的 硝 联 ， 却 依然 存在 速度 的 更 联 ， 不 能 对 全 部 坐标 实行 解困 。 这 恋 味 着 当 系 统 存 在 阻尼 
时 ， 按 式 (b ) 定 义 的 坐标 4 了 一 1，21) 通 常 并 不 是 正 财 坐标 。 

但 是 为 了 分 斩 方 便 ， 往 往 假 定 可 以 每 格式 〈6.83) 中 的 速 庆 硝 联 项 而 把 CU 区 C) 
[CU 3 看 作 是 对 角 上 矩阵 。 这 种 关于 阻尼 的 假定 称 为 解 艳 假定 。 


这 个 假定 可 以 表 这 成 
"CD 0 -0 
0 CP 0 
CUINCIUI=. . | : (8.84) 
9 0 + CO" 
主 对 角 元 素 是 
(一 TUGOTTCC DT j=1l, 2 (8.85) 


并 称 C 中 为 第 六 阶 正则 隆 尼 系数 。 若 参照 式 《6.73)， 可 把 多 质点 系统 阻尼 振动 的 送 动 方程 式 
表示 成 
MO TC 二 区 = 了 一 1， 2 {6.86) 
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式 中 

M0?， 正 则 质量 Co 正则 阻尼 系数 

Ko 正则 弹 往常 数 Pw， 正 旭 激 握力 
式 (6.86) 是 按 振 型 分 解 的 4 个 独立 的 线性 常 系数 二 阶 常 微分 方程 式 。 立 刻 可 以 天 二 ， 它 拉 
和 式 〔2.70) 所 表示 的 单质 点 系统 的 运动 方程 式 在 形式 上 完全 相 同 。 若 今 90) 为 第 j 阶 朱 弄 
(1 一 1，2…n》 的 固有 加 频率 ， 则 与 式 《2.72》 中 前 第 1 式 相 对 应 ， 有 如 式 〈6.78) 所 下 
示 的 关系 /MD 一 (@m)*。 并 且 姑 有 詹 式 《2.72) 中 的 第 2 式 ， 即 6 一 2ham 可 有 刻下 刚 呈 
尼 系 数 旭 下 式 所 示 

， 人 (06.87) 

并 把 :站 书 微 第 了 险 振 型 阻尼 比 。 遵 网 式 《6.87》 的 表示 ， 可 以 假定 式 (5,84) 只 在 如 下 河 
式 ， 


MD hl) 0 0 
MAY 心 DN aa ~ 
LUC SsS . , ，， , (6, 88) 
站 0 DO A 


以 M7 除 以 式 (6 .86)， 和 名 振 型 的 返 动 方 舌 式 为 
0 2 mg a = PM (6.89) 
这 和 单质 点 系统 方程 式 [ 如 忒 《3.5.5) 3 在 形 世 上 是 完全 相间 的 。 
6.4.5 用 喜 接 积 和 党 法 求解 
何 浏 运 动 方 程式 (6.82)}，[My 和 和 [起 J 可 由 系统 的 闪 性 直接 决定 。 关 于 阻尼 和 矩 际 [局 )。， 类 
王 所 述 ， 假 定 世 经 解锁 ， 全 有 式 (3.88) 成 立 ， 为 简单 起 见 ， 今 


M1 | hg) 
M2 on ‘2m 
., 一 [M -. =CDY {6.90) 
天 2 站 1 
式 《6,88) 成 为 
CUITCCICUVO I=EM' PLE DY {a) 
或 中 
MOULU TMIUDY (b) 
EM 3 是 已 经 确定 的 矩阵 ， 因 为 @: ”为 已 知 ， 如 果 # 7 给 定 适 当 的 值 【 和 参见 ?7.2 节 )，JEFE Dg 
也 就 确定 了 。 
更 在 对 式 《 a ) 的 两 边 用 (CD ID] 请 习 和 用 [后 蒋 ， 于 是 有 
作 这 JI AU EMOEDIU YT (tc) 
由 式 Cb) 得 


(OI EM Y=LMILV] 
EM SNUY = [UEMY 
[UI EM YOM 
将 这 些 式 子 代 人 和 式 (c) 的 布 边 ， 得 到 
173 。 


(LOYALOI TECILUIUI "=F MILUIEDIE MUI EMY 
即 
[C] 一 EMJLDZTEDP 下 MTU]YEM3 (6.91) 

于 是 ， 联 立 微分 方程 式 16.82) 的 全 部 系数 都 已 决定 。 因 此 当 激 振 力 { P} 的 时 间 过 程 给 定 ， 并 
给 出 初 好 条件， 如 {c(0 )}={01，46(00 站 一 410}， 合 可 按 直 接 积分 法 求解 式 (6.82)。 这 有 时 
阻尼 矩阵 中 药 各 元 素 是 按 式 (6.91) 算 出 ， 它 只 满 是 使 方程 解 硬 的 假定 ， 而 已 经 不 再 具有 原来 
按 起 (6.23) 所 定义 的 作为 阻尼 影响 系数 的 明确 物理 讲义 。 

【例题 6.131 对 于 例题 6.8 中 的 系统 ， 当 各 阶 振 型 阻尼 比 均 为 5 名 时 ， 求 阻尼 蝶 阵 。 

[ 解 ] 因为 k= 一 0.05( 了 二 1 ,2… 5 ), 利 用 例题 6.8 中 求 得 的 6' 之 值 计 算 2h' 6， 
则 式 (8,99) 中 的 EDDJ 可 变 为 


1.771 
44.7444 
Ff DJ= 1 .624 (6.92) 


.B92 
12.071_ 


然后 将 式 {46.52) 中 的 TMJ， 式 (6.55) 中 的 [CC], 上 面 芭 出 的 [五 ] 和 和 式 (6.65) 中 的 ME 
EMfJ， 依 次 代 人 式 (6.91)， 求 得 阻尼 年 噬 【单位 ， ts cm ) 为 
”0.220 一 0.116 一 0.027 一 0.011 一 0.005 | 
一 0。156 0.313 一 0110 一 0.021 一 0.008 
EC 一 | 一 0.027 —0,.110 0.349 一 0.117 一 0.021 (6.93) 
一 0.011 ~0.02] 一 0,117 0.384 一 0。125 
| 一 0.005 一 0.008 一 0.021 —0.125 0.438_ 

6.4.6 ”用 操 型 琶 加 法 求解 

R。 单 质点 阻尼 季 综 

参考 第 三 章 中 讲 过 的 在 任意 激 振 力作 用 下 单质 点 有 限 尼 系统 的 运动 方程 式 和 其 解 ， 归 纳 
后 重新 写 出 如 于 ， 

运动 方程 式 


区 十 2 人 二 52x 一 PH /m (a) 
自由 振动 解 ， 了 (一 0 


x es [xt0) eosast + 9) + 0) sin nut | cb) 
FY 1 —h? :FF 
哲 态 振动 解 《 时 程 分 析 )》 
二 i fi Plr)e™s ‘snoalt—r)dr Ke ) 
暂 赤 振动 解 《频谱 分 析 )》 
1 mo 1 2 
一 sn | ri P(e dw Cd) 


b 。 多 质点 阻尼 夭 统 
对 多 质点 阻尼 系统 ， 搂 式 46.691 和 (6,.70) 所 示 那 样 实施 坐标 变换 
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{04=tU {9g} te) 


{ =(EUITCMILUI :LUI TEMYEO} 《了 
期 
中 
tt} 一 > wing (rt) 二 1 名- 了 (gg) 
j=! 
就 得 到 形 如 式 (6,89) 的 各 个 振 型 下 关 于 9' ”的 运动 微分 方程 式 
#4 二 2 和 To) = PN /MD {bh ) 


它 与 起 (a ) 有 完全 相同 的 形式 ， 因 此 它 的 和 解 当 然 岂 与 式 ( 5 )、{ 5 ) 和 {4 ) 的 形式 相同 ， 可 以 


到 出 如 下 。 
自由 振动 解 


de [a 0 } cost 十 


hi + ) no | 


= 1 (hy oe) 


式 中 的 (0)， 直 (9 ) 按 起 (应 为 下 列 矢 量 中 的 各 个 分 量 
_ [UI"EMY UTMI 


暂 态 振动 解 【《 时 程 分 析 ) 


gr | PT)e De sino (tr)dr (6.94) 
暂 术 振动 解 【 频 谱 分 析 ) 
qd‘ = NT | PLP]e! "de {6.95) 
式 中 实 [P'()] 为 正则 没 振 力 的 富里 叶 变 换 。 
。 振 型 春 加 法 
在 按 土 述 方 法 求 得 关于 各 阶 振 型 移 正 则 学 标 9'《j 了 二 1 ，2… 和 六) 后， 只 要 按 式 (e) 
或 (8 ) 所 示 、 把 各 振 型 解 8'” 盈 加 起 来 ， 便 可 求 得 系统 的 实际 位 称 561 (1 = 二 1，2n)， 
这 种 方法 称 为 振 挤 又 加 法 或 振 型 分 析 法 。 
在 式 (6.82) 所 示 的 送 动 方程 式 给 定 移 情况 下 ， 按 振 型 一 如 法 求解 的 时 序 可 归纳 如 下 ， 
( 1 ) 求解 态 有 值 问题 方程 式 [KK]iu} 二 ga 和 M24}， 得 到 固有 频率 @( (一 1，2…1) 
和 国有 活 量 {18} 【 模 为 枉 首 )。 
{ii》 假 定 适 当 的 振 型 阻尼 比 h''，(j 二 1 ，2…n) 估 。 
(i 寺 算 正则 质 量 M' 一 42509 了 MI 和 正则 流 据 力 P'?=4w?}7{P}， 并 求 出 
POM (一 ls 了。 ) 
(iv) 求解 基于 正则 坐标 外 ”的 运动 方程 式 Y 十 2P000D 8 0 十 (ac 一 PEDAMHCD Ti 一 
1， 2 和) 以 求 出 时 间 过 程 4 (1)。 
(v ) 按 每 个 时 刻 作 所 型 理 加 61(!) = 7 wi0g0(1)， 求 出 各 质点 位 移 的 时 间 过 程 0.(1) 
j=1 


(Fi=l 2 
+ 5 


6.5 对 地 面 运动 的 反应 


6.6.1 平面 振动 系统 的 反应 

考 虚 如 个 质点 的 系统 仅 在 x-z 平 面 内 作 运 动 ， 而 地 面 运动 具 沿 x 灿 方 向 作 用 。 若 系统 是 
葛 切 型 的 ， 各 质点 的 自由 诬 可 以 上 只 浪 虚 它们 与 上 地表 之 闻 沿 xX 方向 的 相对 位 称 xc 《ii 一 1，2 
… hn )， 因 此 亲 统 的 自由 度 为 1 。 

车 系统 是 灾 曲 剪 切 型 的 ， 巾 必须 考虑 各 质点 绕 了 轴 的 转动 及 (i 二 1 ，2 "hn)， 系 统 的 
自由 座 恒 变 为 2%。 著 只 考虑 水 平地 而 运动 作用 下 的 系统 ， 转 动量 然 是 从 位 移 ， 因 此 经 过 静 
态 减 绍 后 ， 主 位 移 实际 上 还 只 是 各 质点 的 相 半 位 移 X% (i 二 1， 2 有 nn)， 可 以 按 R 个 自由 
度 的 系统 来 处 理 。 

现在 令 地 面 运动 的 位 称 鸭 》， 各 质点 的 绝对 位 移 便 为 %i 十 》 (i 二 1，2*…n}， 绝 对 位 
穆 矢 其 可 天 示 为 {XxX} 十 y{ 1}， 加 右 度 为 4 外 十 {1}， 惯 性 力 汇 一 FEMI({#) 十 {1})。 按 
有 照 了 肝 尼 系数 与 刚度 了 系 数 的 定 尖 ， 作 上 用 于 系统 各 到 点 的 阻尼 为 各 柑 复 力 与 地 面 运 动 ”Y， 服 系统 
的 整个 运动 没有 直接 的 关系 ， 而 上 只 联 决 于 相对 于 地 表 的 相对 速度 和 相对 位 称 ， 分 别 为 一 [C] 
{2} 和 一 [下 ]{%}。 因 此 ， 当 挝 点 没有 受到 直接 作用 的 激 振 为 ， 而 只 受到 地 面 运 动 》 时 的 系 
统 运动 方程 式 为 

EMICIS} + {1 TECIE}+LEIIX} ={0} 
或 表示 成 

EMY{2} + [CI 2} + [EI{X} =— $EMI{IY (6,.96) 
车 令 式 (6.96) 的 右边 为 

{Py=— $CMI{LY (6. 97) 

则 1{ 为 与 地 面 运动 对 应 的 等 效 激 振 力 。 比 较 式 (6.96) 与 基底 不 作 运 动 时 的 一 般 式 16.82) 比 
较 可 知 ， 这 只 不 过 是 用 {x } 表 示 位 移 矢 量 ， 且 帅 式 (6.97) 抬 出 的 等 雍 滞 所 力作 为 识 振 矢量 。 
因此 ， 只 要 给 出 地面 运 动 加 速度 乡 人 的 时 间 过 程 ， 仍 然 可 以 采用 $6.4 中 讲述 的 各 种 方法 来 
求 系 统 的 反应 {x(D}。 

县 。 直 接 积 分 法 

根据 8.3.4 尝 中 所 讲 玖 方法 ， 站 给 定 CMJ，[C]，fK] 和 地 面 运动 加 速 论 徇 时间 过 程 扩 必 ) 
有 时， 可 以 用 对 运动 微分 方程 式 (6.96) 直 接 积 分 的 方法 米 求 各 质点 的 绝对 加 速 诗 、 相 对 速度 和 
相对 位 移 反 应 的 时 程 。 

例如 ， 例 题 4。! 中 所 示 的 两 质点 系统 的 谢 量 年 阵 和 郊 度 矩阵 为 


0.055 _f 120 一 120 
Ed=| 0.0s0l: s/omn [KI=[ 120 240]*/ 
著 令 阻尼 系数 ci=1.0， 避 一 0.6t'scm， 则 覃 尼 和 抢 阵 为 
cs 一 Cr 0.6 一 0.61 
[oo cc 上 os rewvam 


挝 直接 积分 站 对 埃 录 森 特 轴 1940 击 北方 向 地 震动 求 反应 《参照 例题 8.13)， 则 用 图 形 才 示 质 
点 ma 的 绝 台 速度 、 相 对 速度 和 相对 位移 反应 的 时 间 过 程 ， 分 别 如 图 6.14 中 的 (ai (tb) 和 
{¢)。 

a lB » 


扯 是 隆 尼 第 降 通常 木 能 祯 先 给 定 ， 而 是 如 6.4.5 节 中 所 述 ， 先 假设 各 阶 振 型 的 阻尼 化， 
再 在 按 解 类 假定 决定 式 (6.90) 的 所 阵 [Dy 的 基础 上 ， 接 起 (6.90 作 出 阻 足 所 上阵 [C ] 。 

对 于 分 别 由 式 (6.53) 和 (6.53) 给 出 质量 拭 阵 和 刚度 矩阵 的 五 质点 系统 ， 若 各 气 型 的 阻尼 
比 都 请 5 锅 ， 了 由 互 ] 些 阵 如 式 (6.92)1， 因 此 阻尼 年 阵 [C] 如 式 46.93) 所 示 。 在 求 访 系统 对 埃 
尔 森 特 罗 1940 南 背地 震动 分 量 的 反应 时 《号 照 屋 题 8.14)， 可 算出 质点 ms 的 相对 位 移 反 应 时 


程 如 图 68.15 所 示 。 
I | 最 太吉 加 度 , 987. 的 cm sa 
NA ha 
te} | [pA ire 
1 000 | 
i ; 本 
， 有 时间， 3 
多 最 大 速度 24.12 cm 3 
: 
入 | 
| 
和 一 一 一 本 
时 间 { 3s》 
上 的 服 六 攻 移 06 6 
| : 
ms AN 
© hh. ] fy 
上 \ | jn | jw 
i 
时 间 ( # > 


图 6.14 ”二 讲 志 系统 叫 的 质点 让 ;对 埃 尔 琳 特 罗 1840 
全 北 地 震动 的 (a } 绝对 加 速度 反应 ,( 日 ) 速度 反应 ， 


(©) 位 蒋 反 应 
b 。 据 型 登 加 法 
为 在 时 间 域 中 采用 桂 型 癖 加 法 ， 人 在 然 被 照 式 (£& .69) 
"xt=[U {a 


进行 变量 轻 模 ， 并 求 出 与 式 (6,83} 相 当 的 公式 


(a) 


* 177 » 


CUITEMICUIY + UI ICIUI + CUITCRICUI {a =— # UM 《tb) 
将 它 与 式 (6.86) 的 形状 相对 照 ， 因 为 正则 质量 M7? 一 {wTEM345 季 ， 正 则 阻尼 系数 C' 丫 二 
{wT[O] {wD}、 正 则 弹 和 常 数 玉 个 二 fT[KI{w) 与 以 前 一 样 ， 所 以 可 把 正则 滞 据 力 天 
示 成 
POS {wr EMIT} j=1, 2 (ee) 
进击， 如 要 把 式 (b ) 写 成 式 (6.89) 的 形式 ， 财 为 右边 为 
Pn/M'N—— # {un TEMY 1 


{aT EM 
按 式 (6.58) 恒 可 写成 
PHM = 一 有 7 林 《6 .981) 
因此 在 系统 只 受到 与 式 (6.89) 相 当 的 地 面 运动 沿 振 上 时， 可 把 各 阶 振 型 的 运动 方程 式 内 示 成 
#7- 2h Ne i j=1， oT (6.99) 


按 式 (6.99)， 右 边 的 系数 8 可 以 理解 为 用 一 个 比值 来 表示 地 面 运动 如 速度 乡 参 与 各 阶 振 型 
振动 的 程度 。 这 也 就 是 前 面 把 式 (6.58) 所 定义 的 系数 8 称 为 参与 系数 或 刺激 了 系数 的 原因 。 


最 大 位 移 于 后 cm 


时 间 3) 


图 6.15 殖 质 点 系统 中 的 质点 ws 对 聊 炙 
森 特 罗 19840 南 北 地 震动 的 位 移 反 应 《最 大 位 欧 3.,69em}》 


按时 程 分 析 鞭 成 频谱 分 析 法 求解 式 (6.99) 时 ， 将 式 (6.98) 代 人 式 (8,.947 或 (5.95)， 得 


qo [De n esino (tr)dr (a) 
焉 为 
【+ Too 
gn 二 一 6- 1 [ayo Thom 多 [和 (tJei "do {e) 
现 令 
gi =—a |. # re De dt snol (tt)}dr (8.100) 
或 
?=— a (ed {6.101) 
可 称 之 为 振 型 基本 解 。 振 型 基本 解 能 满足 崔 分 上 方程式 


EE FER NOD DFO a= j=1, 2 (6.102) 
考 求 得 振 型 基本 解 ， 由 式 (d ) 或 (e )， 可 得 
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i 


a {1} 一生 qs (ty (6. 103) 
按 式 ( a )， 可 进一步 求 得 系统 的 位 移 反 应 {x} ~ t5]{ =[0]48 "7 92}， 即 
{x(t)} = 3 {BPD gn (tt) {6.104) 


i=! 
所 以 系统 的 反应 位 移 可 以 表示 为 由 式 (6.60) 定 义 的 参与 函数 和 所 有 各 振 型 的 振 型 基本 解 之 积 
的 总 和 。 

只 要 看 一 着 式 (46.67) 所 示 的 抢 阵 [60 的 各 列 就 和合 情 得 ， 圣 所 有 的 质点 守 来 说 ， 防 数 闻 
越 高 ， 和 参与 立 数 8 ‘7 wi? 的 值 就 越 小 。 当 按 式 (8.104) 计 算 时 ， 不 必 对 所 有 的 阶 数 j= 二 1 一 
求 和 、 因 为 高 阶 据 型 的 影响 很 小 ， 可 以 不 寺 ， 而 只 弦 苇 虐 和 近 当 的 几 阶 据 型 ， 误 莽 刀 很 小 。 

在 按 频 谱 分 析 法 求解 时 ， 给 出 振 型 基本 解 的 式 (6.101 可 以 现 示 为 

qi 一 -世人 一 Bo (je da 
式 中 


HI({®) 一 - 


(mj m2 wt 
即 g1 人 ?为 隙 数 [ 一 H(8)] .FE 六 (从 的 首富 电容 闵 换 ， 一 HC®) 为 频率 上 蚁 应 靖 数 。 这 里 所 处 理 的 
问题 是 当地 面 运动 由 加 速度 给 出 时 求 关 于 位 移 的 振 型 基本 解 ， 如 虹 按 式 (3.90) 给 出 的 广 又 输 
出 .输入 鞭 么 来 考虑 ， 当 输入 为 地 面 运 动 间 速 弃 六 、 地 而 运动 速度 放 、 或 地 面 送 动 位 移 了 中 
的 任 一 个 有 时， 就 可 以 隶 出 关于 如 速度 、 速 庶 和 位 称 的 振 型 基本 解 和 站”，《 5 ， 作 ”中 的 任意 
一 个 作为 输出 。 可 以 将 它们 的 关系 表示 成 如 下 形式 ，: 

7?», a1?, ?=| Ho) SLY (), gt) y(t) Je!' "de (6.105) 


式 中 应 (@) 为 表 3。.3 中 给 出 的 频率 响应 图 数 中 的 某 一 个 。 

6.5.2 由 反应 谱 估 证 

在 前 面 一 节 中 讲述 了 按 直接 积分 法 或 所 型 全 加 法 求 平面 捧 动 系 对 地 曾 运 动 的 反应 。 如 式 
(6.104) 所 示 ， 由 振 型 县 加 法 也 可 求 得 系统 反应 的 时 间 过 程 。 所 以 前 一 节 所 讲 的 振 型 故 加 站 
称 为 时 间 过 程 的 所 型 匡 加 法 。 与 此 不 同 ， 本 节 主 萎 着 腿 于 求 反应 的 最 天 值 ， 它 是 利用 3.4 节 
中 进 过 的 单质 点 系统 的 反应 谱 来 推定 多 质点 系统 的 最 大 反应 值 ， 这 种 方 靶 称 为 反应 谱 的 振 型 
登 加 法 。 

式 (6.104) 抬 出 了 系统 的 位 移 反 应 ， 某 质 虚 宇 的 反应 xf 人 (9 可 表示 成 

KAD = Ct) 十 《的 十 必 十 区 人 《站 


一 3 xD (有 s (8.106) 
式 中 ;XI 了 (C7 二 1 29) 为 第 ji 阶 振 型 对 总 位 移 反应 的 蔷 献 。 由 式 (6.104) 和 (6。 
100)， 可 把 x1? 二 
XID (t=B DWEn [- 5 。 # (T)e-* De (人 ‘ngino tn Gaaz| 


时 间 过 程 x12” (人 的 最 大 值 为 


区 【了 《zt) lm =B C1 ps 143 。 


| # (t+)e-” CH wm (fy (TY gi a 〖 了 (tt) ar| 
(a) 
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1 
本 4 


访 式 而 边 的 最 大 值 ， 也 就 是 3.4.1 志 中 定义 过 的 地 面 运动 的 位 移 反应 谱 。 沙 设 第 让 阶 振 型 的 
无 阻尼 固有 周期 为 T “7? 一 2x/@ 7 ， 人 恒 有 


+ 。 
SufP (nn ， IT) 一 si I # (Te na Dsinotn (tf— tdr 
因此 式 ( a) 可 写成 
xf? CB Du SA TD) 站 = 2°°°h (6.107) 


所 点 各 个 上 5 型 的 最 大 位 移 反 应 可 以 由 各 自 的 振 型 参与 函数 与 相应 于 一 定 阻 尼 比 和 图 有 周 欣 
的 位 移 反 应 说 之 疗 的 滋 积 来 表示 。 

对 手 一 个 让 则 振动 来 说 ， 各 质点 都 同时 达到 各 和 白 的 景 大 位 移 。 因 此 对 一 个 振 弄 而 言 ， 它 

的 最 大 位 移 失 量 可 表示 成 
{x pnpB Df DS jl 2 (6.108) 
式 中 令 Su(h 人， 全 ) 二 S57 。 

因此 各 振 型 的 反应 都 等 价 于 一 个 单质 点 系统 的 反应 ， 而 阻尼 比 从 h 0” 素 h 范围 内 的 地 
震 反 应 谱 值 给 出 后 ， 从 这 此 曲线 中 就 可 以 读 得 55? 的 值 ,因此 从 式 (8.108) 就 能 够 1 分 简章 地 
计算 最 大 反应 值 。 

可 是 正如 3.4.4.g 节 中 讲 过 的 那样 ， 不 同 振 型 闻 最 大 反应 信 一 般 没 有 同 时 性 。 即 各 个 拔 
型 不 可 能 都 同时 以 它 的 最 大 值 来 组 戌 总 反应 员 的 最 火 信 。 因 此 ， 各 振 型 最 大 值 的 简单 总 和 |， 
也 肥 { 合十 拼合 上 mos 十 十 {79}maz 可 作为 总 反应 量 {x} 在 理论 上 的 上 限 值 ， 车 这 个 
反应 种 用 存 设计 中 ， 就 会 大 大 地 偏 于 安全 一 各 。 所 以 有 必要 从 每 一 个 振 型 的 最 大 反应 值 去 推 
定 景 有 可 能 发 生 的 总 反应 量 的 最 火 信 。 

。 现在 ， 令 Xx,，Xawexr 为 分 别 以 8B,，52"…5o 为 平均 值 ， 具 有 标准 方 差 9,，022…0 的 n 个 于 相 
独立 的 随机 变量 ， 则 根据 所 请 的 中 心 极限 定 更 2? ， 它 们 的 和 ?一 % 十 ze 十 … 二 xs 可 近似 地 作 
为 具有 


‘b) 


平 构 值 罗 一 有 ;十 吾 : 十 十 于 
标准 方 尖 0, VDTT oF TG3] 
的 正 访 分 布 。 牧 别 当 三 2 二 … 王 二 人 时 ， 涉 (b ) 就 有 
50 | (ec ) 
or 一 0 十 中 十 十 G 
而 且 ， 当 x 一 了 (四 为 具有 零 均 值 的 正 志 分 布 稳 态 振动 量 时 ，x* 的 最 大 值 xwsz 与 其 标 堆 方 
盖 了 之 比 和 一 xmsxAz 的 取 倡 范 加 大 体 上 在 3 一 4.5 之 间 变 动 ”。 具 体 取 值 随 振 动量 * 的 持续 
时 间 和 频率 特性 而 变 ， 它 的 取信 范围 总 的 来 说 是 相当 窄 的 。 
如 果 假 设 上 述 变 时 x,，。x2*…x; 和 它们 的 和 也 可 采用 同一 个 入 植 ， 则 0 二 (Xi) mn/ 和， 
O05 二 ymaz/A， 将 它们 代入 式 (c ) 的 第 2 式 ， 人 恒 谈 成 
ma 一 WA TXT Ro) (dd) 
按 式 (6,106)， 系 统 的 位 称 反 应 Xi( 人 站 可 表示 成 每 个 振 型 的 振 型 反 应 xf 和 (有 人 一 1,2…6) 
之 和 ，、 而 Xi 站 或 X17 (了) 等 振动 车 并 不 一 定 能 满 是 上 曾 提 到 的 关于 随机 变量 的 各 种 披 定 。 得 
这 里 作为 一 种 近似 ， 假 设 式 (d ) 的 美 系 对 式 (8,106) 也 成 立 ， 司 有 


1 在 大 多 数 概率 论 教科 书 中 ， 对 此 定 圣 均 有 彼 述 , 
2) MDavennert, AG,Note on the Distribution ef the Treest Vailue of a Random Function with 
Bpplication 10 Gust Loading,Proc. Inst.Civ,.Eng. Vol.28,1904. 
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1 人) | 各 | 二 | | 于 十 | 二 Ee 一 1 2 {6.109) 
或 将 英 代 人 式 (6.107)， 可 以 有 


Hn 
CTE | > CB PUD Sh nD TD )]a i 二 ]， 9. (8.110) 


i=1 
于 是 ， 反 应 的 最 太 介 可 以 由 各 个 气 型 反应 最 大 值 的 平方 和 开 方 来 求 得 。 如 果冻 (6.109) 采 用 
拓 量 记号 形式 ， 便 可 以 写成 
ja 二 YE mr {RI a (6.111) 

象 这 种 利用 反应 谱 沈 按 忒 (6.108) 求 振 型 反应 的 最 大 值 ， 再 按 式 (6.109) 近 侯 计算 系统 反 
应 最 大 值 的 方法 ， 在 抗震 设计 中 是 经 常 使 用 的 。 

6.5,3 捉 接 型 模型 的 反应 

图 6.16 中 所 示 的 质点 系统 横 型 艳 建 筑 物 的 动力 分 析 中 是 经 党 使 用 和 的， 其 质 景 金 部 集中 于 
省 个 杰 板 ,因此 只 贷 考 虑 质点 说 铅 直 方向 的 达 结 而 无 需 考 赎 沿 水 平方 向 的 巡 结 。 这 一 美 系统 
各 为 溃 接 型 模型 ， 或 者 俗称 为 炉 靖 闫 型 模型。 与 让 不 
同 ， 如 图 5.17 级 出 的 那 一 种 ， 需 要 考虑 水 平方 向 的 构 
件 疝 横 向 的 连结 ， 这 种 模型 称 为 电 并 型 模型 。 

实际 上 ， 建 筑 物 的 地 基 与 林 础 之 问 发 生 相 对 位 称 
有 时， 建筑 物 与 地 基 的 运动 在 在 相互 间 的 干涉 作用 。 这 
类 作用 称 汶 地 基 与 建筑 物 之 名 的 得 互 作 卢 ， 碍 有些 情 
识 下 会 给 建筑 物 的 反应 带 来 明显 的 影响 。 但 是 本 书 不 
涉及 这 一 类 问题 ， 币 认为 系统 的 基底 与 地 基 之 间 不 发 
年 丰 对 人 位移， 两 者 是 固定 在 一 起 的 。 接 名 话说 ， 也 就 


点 [a 


是 把 基底 的 运动 解释 成 其 面 的 运动 。 Fuer 
营 令 各 质点 对 其 基底 的 相对 水 平 位 移 为 x,(i== 1， 
2…#t)， 质 量 矩阵 为 图 6.16 时 接 型 模型 
me 
LE 
EM 一 », {6.112) 
ns 
HH, 


如 图 56,16 所 示 ， 从 下 到 上 各 质点 的 编号 为 m,，m2"…m。， 弹 纂 常数 和 阻尼 系数 的 下 标 也 按照 
这 样 的 次 序 ， 即 其 序号 与 县 数 完 全 一 钞 。 厨 时 矢量 的 各 个 分 量 和 第 阵 的 元 素 也 都 是 凡 位 于 上 
部 的 便 代 表 上 层 的 质点 ， 这 样 可 便于 理解 。 

对 于 串 接 模型 ， 各 质点 只 与 其 二 下 的 质点 连结 ， 辑 mm。 仅 与 Wr- 过 结 ，m; 与 m2 及 地 表 连 
结 。 和 假定 潍 统 为 楼 板 是 完全 刚性 的 剖 切 型 系统 ， 其 阻尼 第 阵 和 刚度 矩 泗 便 如 下 式 所 示 : 


Ln = 人 和 性 各 
一 站 mr 站 0 
[IC 9 一 人 Smet Cons 9 (6. 119) 
0 0 “cet es es 
站 , 站 “一 人 
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加 一 志 ， 0 ‘ 0 必 D 


-ks Ra_1i E» kil “0 站 
TR]1= 0 kt Rs * 0 0 (86.114) 
0 心 科 se ke Es 一 名 
0 心 站 一 证 


只 右 在 主 对 关 线 上 上 太 与 其 上 上 、 下 衣 邻 的 副 寺 和 角 线 上 并 列 的 元 款 术 为 图 ， 这 样 的 矩阵 称 为 三 项 
对 角 上 矩阵 。 当 把 框架 式 建筑 物 作 为 研究 对 象 ， 只 更 用 阶 性 楼 板 假 定 ， 同 时 容许 粱 能 发 生 查 曲 
变形 时 ， 必 须 注 疮 如 醒 6.17[ a ) 所 示 ， 为 了 求 刚 度 系 数 ， 给 某 质 点 单位 水 平 位 移 ， 并 约 东 下 
它 质 点 的 位 移 时 ， 因 构件 的 弯曲 变形 使 所 有 的 质点 产生 反 力 ， 刚 度 抹 阵 司 成 为 无 霍 元 囊 的 满 
筷 阵 。 与 此 相反 ， 若 采用 滩 的 刚度 为 无 女 大 的 学 全 刚 
性 楼 板 假定 ， 如 同 图 (bb ) 所 示 ， 则 当 在 一 个 质点 处 给 
定位 移 上 时 ， 只 有 与 其 直接 相 邻 的 上 、 下 部 位 的 质点 受 
到 影响 ， 于 是 便 得 到 如 式 (6.114) 那样 的 三 项 对 角 和 给 
阵 。 此 外 假定 系统 是 弯 此 前 切 型 的 ， 可 以 对 质点 的 转 
动 实施 静态 减 缩 ， 其 减 缩 刚度 矩阵 为 满 种 阵 。 

如 设 地 面 运动 为 ?{， 运 动 方程 式 

FMI{E} + LCI {As} + KI{xX} = — FEMI{1} 

(86.115} 

就 和 式 (6.96) 完 全 一 样 。 若 冶 出 的 地 面 运动 是 加 遗 府 
时 间 过 程 ， 恒 可 将 该 联 立 方程 式 通过 直接 积分 求解 。 
如 对 阻尼 进一步 采用 解 焰 的 假定 ， 便 可 以 按 爱 加 法 求 
和 解 。 如 果 采 用 频谱 分 析 方 法 并 选择 适当 的 频率 响应 销 
数 ， 也 可 以 用 速度 或 位 称 的 时 间 过 程 给 出 地 而 运动 输 
入 来 求解 反应 。 其 方法 都 与 5.5.1 节 中 所 讲 的 方法 完 图 6.17 ”刚性 楼 板 假 定 与 力 的 传递 
全 一 样 。 

为 了 求 各 质点 的 位 移 反 应 xe(t 而 求解 式 (6.115) 时 ， 在 任意 时 刻 作 用 于 各 质点 的 力 可 由 


式 (6。10) 表 示 为 
Ptt) | | x (ty) | 
Pp,lt) 站 | 
P(t) x.(t) 
即 {PO)} 一 [KJ{xf9} 


为 了 进一步 求 出 这 时 作用 于 质点 间 梅 件 的 动 前 力 &,( 轨 , 即 所 谓 层 间 前 力 , 只 需 将 力 P( 人 从 顶 


层 向 下 逐个 静态 相 加 。 堵 采用 和 皇 阵 表示 恒 有 
| Q(t) 1 1 0 


:| | : 
| ee 大 ! "| 2 | 
Qt) 1, 1 1 P(t) 


全 刚性 楼 板 fb) 谋 全 刚性 柑 极 
峰 定 假定 


Pel®) 
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也 天 
{Q(t)} =[LS] {PH} (6.117) 
式 中 必 , (由 为 作用 于 质点 m1 与 m1_: 之 间 的 层 间 况 为 ，[S] 为 一 个 下 三 角 答 阵 。 
将 作用 于 建筑 斩 第 t 层 即 质点 mi 与 m;-, 之 间 移 最 天 层 邮 蘑 力 值 19: (| mx 除 以 它 上 部 所 
有 各 屋 的 建筑 物 重 量 后 的 慎 


Ci—1Q (Dm 2 mB (6.118) 
称 为 该 层 的 楼 层 竟 力 系 数 。 特 别称 品 ( 人 所 为 基底 前 力 。 若 建筑 物 的 全 部 重量 为 矿 时 ， 把 比 慎 
C 一 | 人 mx (6.119) 


即 最 下 层 的 楼 局 勇力 系数 称 作 基 底 藤 力 系 数 。 式 (6,119) 给 出 的 世 底 匠 力 系数 在 系统 的 全 部 
质量 被 当 作 集 中 于 一 个 质点 时 ， 人 恒 和 3.4.4.bp 节 中 所 讲 的 基 语 前 力 系数 的 定义 相对 应 。 
同样 ， 车 以 及 (+= 二 90，1，2…n 一 1) 表示 作用 于 各 质点 的 楼 层 力矩 ， 出 


R..,(1) HH, 0 … 0 07 | OQ,.(1) 
R(t) | H, Ho + H, 0 | em 
R(t) _Hs Ho : HH. Qt) 
或 
{Rt} =[HI{OQU)} (8.120) 


式 中 的 及 1( 四 为 作用 于 质点 处 的 为 炬 ， 开 ;为 质点 mi 与 mi 之 间 的 晨 高 ，[ 可 为 以 层 高 为 元 
水 的 下 三 负 第 阵 。Ro(t) 为 作用 于 系统 基底 的 力 乱 ， 通 常 称 为 倾 复 力 炬 。 

设 地 面 运动 的 时 间 过 程 在 t 一 #，i2…t4 负 和 钴 一 个 了 时刻 上 给 出 ， 逐 时 地 按 这 些 时 刻 求 解 式 
(6.115) 可 以 求 得 系统 的 反应 位 移 失 量 {x(t)}。 这 样 得 到 的 全 部 计算 千 果 可 以 表示 成 


fr 
tx; = : : (ay 
| 


时 以 各 个 时 九 的 摊 庶 位 移 关 量 为 列 的 a 行 NM 列 矩阵 。 著 采用 时 间 过 程 的 气 避 倒 加 疆 ， 可 首先 
求 出 以 各 时 刻 从 第 1 防 到 第 关 阶 正则 坐标 4 72” 一 (一 1，2…m)》 为 分 量 的 列 矢 量 。 将 它们 
汇 益 后 表示 成 与 式 4a ) 相 似 的 # 行 N 列 和 矩阵 


一 a [| 本 《1 a Cay 
rg] a hy | 9 tay 如 [中 
本 [1 机 本 

\ 9 te | | 各 人 | | 得 Cn 网 


由 式 (6.69)， 关 系 式 [x], 一 ED]fg] ,成 立 。 作 用 于 质点 的 力 〈 核 复 力 ) 、 莹 力 、 力 矩 等 也 可 以 
用 同样 的 炬 阵 来 表示 ， 由 式 (86.116}、(6.117?) 和 (8.120)， 可 把 它们 表示 为 
[x], 一 [7]T[g， 
[P] ,一 [KJ[x]， | 
[GO] ,=[S][P]， 
[Rj,=[HILQ]: 


| {8.121) 
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这 些 点 阵 统称 为 反应 此 阵 ， 惩 阵 中 的 舒 列 形 示 划 施 下 里 洛 下 反应 最 ， 复 生 间 分 别 袁 示 各 反应 
量 的 时 间 过 程 。 

如 前 所 述 ， 对 设 讨 景 有 具 重 要 意义 的 是 反应 量 的 最大 值 ， 在 式 (8.121) 给 出 的 区 应 爷 阵 中 ， 
这 种 最 大 值 可 以 由 各 行 元 素 中 绝对 值 最 大 的 来 给 上 出。 更 在 将 它们 的 其 天 值 挑选 身 来 作为 元 
事 ， 把 它们 表示 成 列 矢量 ， 则 成 


EA 


| [xo] ons | 
[x, 1] 
同样 由 起 (6 .121) 的 第 2 式 到 第 4 式 ， 可 得 到 {Pjno，{elnoy {4 民 joux 铬 。 
现在 ， 以 图 6.12 给 出 的 系统 为 例 ， 求 该 系统 在 埃 尔 森 特 罗 1940 年 南北 分 晤 地 震动 《最 大 
加 速度 为 326 cm /js*) 作用 下 楼 层 前 力 的 车 大 慎 、 楼 层 章 力 系 数 和 楼 层 力 捧 的 最 大 慎 《参照 
疼 8,15)。 所 求 结果 在 图 6.18 中 用 实 线 替 示 。 
贾 层 : 


| 
ER 30 3 
楼层 前 力 系 雪 为 答 { tm)， 


图 6.18 五 质点 系统 对 埃 尔 森 特 罗 !940 南 北 分 量 地 震动 的 反应 分 析 结 时 


当 采 用 反应 谱 振 型 状 加 法 时 ， 则 按 式 (8.108) 对 往 一 个 振 型 决定 {xX “人”}nwx。 与 此 对 应 ， 
若 应 用 式 (6.1168)、(6.117) 和 (6.120)， 恒 可 求 得 每 个 振 型 的 最 大 反应 是 
{PD yess = LK] {XD Yu 
{0 to 《6 .122) 
{RY z—=[LHIQ ‘1 Fux 
根据 这 些 结果 、。 并 采用 与 式 (6,111) 同 样 的 表示 方式 ,可 以 近似 算 得 系统 的 最 大 反应 量 为 
{Pu} —V PD Jim {BP i {CP 7 ) os 
{Qa} = {OT Tost {OD (5.123) 
{Raw} = {RYT {RE pit {UR i}nss 
图 6.18 中 还 画 出 了 按 反 应 谱 拓 型 玲 加 法 得 到 的 分 析 结 果 ， 如 图 中 巍 线 所 示 《 参 照例 十 8.12)。 
6.5.4 查 曲 草 切 型 振动 
如 6.3.3e 拓 所 述 ， 当 把 质点 了 系 的 振动 考虑 为 弯曲 剪 切 型 时 ， 要 考虑 图 6 .3(a) 中 所 示 各 质 


* 184 *" 


点 自由 度 中 的 x 和 8。 在 这 一 节 中 ， 把 绕 了 畏 的 转动 3 写成 8 。 现 育 的 质点 数 为 8， 若 特 其 位 
移 尔 量 的 分 莉 搂 照 妈 下 顺序 排 脐 ， 
“ {0} == {Xn | : 8. eT 
贴 质量 抠 阵 为 
[到 
EMd=| < 
武 中 扔 严 9 和 5 7 了 93 分别 为 
” 帮 。 加 了 
Em3= - E73= 
Mr 了 
其 中 J (二 1， 2 下 及》 为 各 质点 绕 了 思 胡 惯性 知 。 列 度 徐 阵 可 表示 成 
[K**] [Kx*x*} | 
LRE°*] [RK°°] 


对 于 囊 接 济 模 型 ， 若 采用 完全 刚性 楼 椒 的 假定 ， 则 CK**]、[ 玉 * 候 、[KK4*]、[ 下 1 等 子 朱 阵 
都 是 三 项 对 角 和 矩阵 ， 例 如 


CK]=[ 


{Re Ki 0 ~ 0 0 
"|e Ks Ken " 0 0 
LR"m1=/ : : : (8.124) 
0 0 0 中 Ki K4, 
0 0 0 Ki Kf 


而 且 显 然 [K**] 和 LK” 为 对 称 答 阵 ， 且 LK*"1 二 [K**]"。 
弯曲 六 切 型 系统 的 光 阻 尼 运 动 方 程式 可 以 用 下 式 志 汪 : 


A  。 


质点 的 转角 6 是 愉 位 移 ， 因 为 说 这 个 方向 设 有 激 振 力 的 作用 。 因 此 上 式 右 近 矢 量 的 上 半 部 分 
nn 个 分 量 都 是 1， 而 下 半 部 分 的 分 量 都 为 等。 一 般 称 这 样 的 矢量 为 影响 矢量 。 当 运动 方程 式 
中 的 位 移 全 都 是 主 位 移 时 ， 影 响 矢 量 必 是 一 个 所 有 分 量 都 为 1 的 矢量 ， 即 单位 矢量。 

对 通常 的 建筑 物 来 说 ， 其 恤 手 顷 和 弯曲 刚度 分 别 比 其 质量 和 前 切 刚 许 大 得 多 。 因 此 式 
(a ) 中 的 子 算 阵 Lm] 与 [了] 和 [KK**] 与 [K* 中 在 数 全 于 有 极 太 的 差别 ， 在 计 算 固 有 什 时 会 在 
精度 上 发生 向 题 。 为 了 避 开 这 个 困难 ， 现 令 系统 的 总 高 旗 为 互 ， 并 首先 把 式 ( a ) 表 示 戌 


mn 范 区 nr 
lt pt ee 


村， 


Kxx [Ko/H 


Kx KH 


接着 用 所 去 除 以 矩阵 下 半 部 的 各 行 ， 变 成 所 希望 的 形式 


be 


经 过 这 样 处 理 后 ， 上 质量 矩阵 和 刚度 矩阵 中 的 各 个 元 素 分 别 都 有 具有 闻 样 的 单 位 t+ s/cem 和 lt/em。 
对 于 有 阻 中 的 捕 视 ， 册 要 按 式 (6.31) 出 的 要 镇 决定 阻尼 算 阵 ， 系 统 对 任 迪 地 面 运动 激 
振 的 反应 的 计算 方法 则 前 夯 讲 过 的 各 种 问题 一 样 。 
此 外， 根据 36.3.2 中 莽 过 的 静 志 减 纺 的 方法 ， 并 假设 [J/H?] 二 0]， 成 (6.135) 可 写成 


过 xx iKx*/H 


Emy{2} [CRY*I{x} LE /HI — — imJ{1l} (bb) 
[EK /H}{X} + [RAHIIIHG} =1{0} {ce) 
由 式 (5 ) 得 
{HG} =~— [EK /HK /HI {x} (dq) 
将 此 式 代 人 式 {b ) 有 
Emy{z} 十 [天 <] {x} = — gEml{1} (6.126) 
式 中 的 [KK**]* 为 
[LK=*1*==[K**] ~ [Ke*/HICEK* /HLRK* /AH] (6,127) 


它 是 减 纺 刚度 短 阵 。 对 式 (6.126) 加 下 限 尼 项 后 的 运动 方程 式 可 求 得 平 动 位 称 反 应 的 
了 时间 过 程 1{xj}。 若 有 必要 ， 可 将 它 代 人 所 (4)， 出 还 可 算 册 转动 位 移 反 底 的 时 间 过 种 
< [i 二。 

【例题 6.14] 设 有 弯曲 藤 切 型 的 五 质点 系统 ， 并 投 它 的 质量 和 民 性 和 为 ms 一 0,055， 
m= m0 .045, m=—=0.050, Je/H*=0.00050, J /AH?=J/Hi= 1 Hi—0.00040, TV 
H2 一 0,00045t'S2/Cm 且 它 的 罗 度 矩阵 可 表示 成 成 {6 .125) 的 形式 ， 基 值 如 下 : 


120 —120 | 一 12 一世 
-120 20 一 450 12% 一 3 15 
一 150 330 一 180 | 15 一 3 -18 
180 390 -210 | 18 —3 —% 
—210 ao | 21 —3 
Lf&]= 一 从 eo 一 人 本 tfem 
一 地 一 3 15 —118 250 一 127 
-15 -3 18 127 275 ~142 
-18 -3 24 —142 300 —151 
-2 一 3 ~151 325 


试 求 其 各 阶 固 有 周期 和 参与 函数 《 探 型 )。 并 计算 经 静 术 减 缩 后 的 刚 庶 算 隆 和 固 有 局 期 、 贿 


与 国 数 。 

[ 解 ] 计算 结果 可 参 牙 例题 8.6, 剪 切 振动 的 固有 周期 和 振 型 存 图 6.19 中 用 无 括号 的 数值 
和 实 线 表示 ,弯曲 振动 的 因 有 周期 和 振 型 如 图 6.20 所 示 。 经 静态 碱 缩 后 的 刚度 矩 阵 为 [K**]*， 
其 体 数值 列 出 于 下 页 。 图 6.19 中 括号 内 的 数值 和 虚线 则 表示 这 时 的 固有 周期 和 振 型 。 
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图 6,19 草 切 变形 的 振 型 
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4.179 0.350 


-0.017 “D174 


118.80 一 121。18 0.04 

—1i21.18 267.15 一 151.57 

{lkK**]"= 0.04 —151.57 326.35 
0.04 0.20 一 181.79 

0.04 0.20 | 


0129 


从 I 结 


图 6.20 旁 曲 变形 的 振 型 


第 4 迫 型 
TOD 
~b.044 


0 .04 
0.20 

一 181.79 
385.59 
—212.01 


荫 世 搞 型 
下 局 一 由 0523 
{0.052) 


0005 
全 人 办 
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第 5 振 氏 1 
_ 06 


0.04 

0 .20 
0,.49 
—212.01 
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ty em 


: TT 


6.6.6 指 转 振动 
8.3.3c 节 中 曾 提 到 ， 对 作为 班 转 迫 动 系 绕 考 虚 的 质点 系统 的 每 个 质点 ， 都 此 性 过半 6,10 
《b ) 苔 出 的 三 个 自由 度 x ，? ，3。 本 池 用 币 表 示 绕 工 轴 的 转动 。 为 简单 超 见 ， 令 建筑 物 各 
层 的 主轴 方向 都 一 吾 ， 地 面 运动 也 是 祝 这 个 方向 作用 ， 取 建筑 物 各 层 的 重心 为 原点 ， 并 扯 定 
x 琐 没 其 主轴 方向 ， 则 y 轴 方 商 不 发 生 运动 。 因 为 由 地 面 适 动产 生 的 激 振 力 对 其 重心 不 会 产 
生 力 矩 ， 固 壮 各 个 质点 有 主 位 移 x 各 从 位 移出 。 现 设 质点 数 为 中， 车 将 其 位 移 儿 量 的 分 量 按 
有 照 加 下 址 序 排列 ， 
{6}= {Xa Ks Xin $+ 
则 质量 矩阵 为 
tmy 
emi=| esd 
式 中 


[一 


ms 
一 1 | _ 了 |， 
这 时 J 《了 二 1 ，2… nn》 为 绕道 过 质点 重心 z 轴 转 动 的 版 蚀 性 纵 。 刚 讼 秆 陈 可 表 示 战 
LKE**] [Kx**] ] 
EKE**] [kk*#] 
对 于 恰 定 为 完全 刚性 楼 板 的 里 接 刻 借 型 ， 式 (a ) 太志 的 子 揭 阵 仍然 和 式 (6,124) 所 表示 的 形 
式 一 样 ， 为 三 项 对 人 角 算 阵 。 
运动 方程 式 和 式 {6.125) 的 形式 相同 ， 可 以 表示 成 


让 | Kx Kl 和 - | m | | 1 | 
—— —— l=—#|-— — {6,128) 
rz i ly B10 


KE 区/ 

但 这 时 1 表示 建筑 物 在 秒 直 于 工 畏 方 加 上 的 宽度 。 

前 面 普 经 讲 过 ， 扭 转 振 动 系统 的 刚度 影响 系数 之 问 存 在 式 16 38) 所 示 的 关系 。 因此 由 式 
(6。.128) 表 示 的 刚 庶 子 挝 阵 [Kx*1 与 [>iy1 和 [Kyiy1 能 主 对 角 元 素 之 间 存 在 如 下 关系 : 

EH/)/EYo— (KE/ /RT /ll, (6。 1 

称 eY/1, (1 二 1，2m nn) 为 各 层 沿 7 方向 的 偏心 率 。 同 样 ， 在 考虑 了 Win 的 振动 时 ， 可 
以 定义 禄 方向 的 偏心 率 为 er/1:。 

式 (6,128) 和 或 (6.125) 有 完全 相同 的 形式 。 因此 对 扭转 振动 的 分 析 可 以 完全 按照 弯曲 前 
切 振动 时 的 铺 形 进行 。 当 各 层 的 刚性 主轴 方向 与 地 而 运动 的 作用 方向 不 一 到 时 ， 或 者 当下 ， 
y 两 方 视 的 振动 发 生 栅 连 有 时， 运动 方程 式 的 形式 就 变 得 复杂 起 来 。 但 是 6。1 节 中 提 到 过 的 区 
于 影响 矩阵 的 一 般 姓 定义 仍然 成 立 ， 刚 诬 影 响 系 数 或 性 移 影响 系数 欧 值 ， 可 以 具 按 静 力 学 的 
方法 作出 适当 的 评估 ， 就 解法 原理 来 说 ， 与 本 节 中 所 讲 的 方法 丝毫 没有 了 两样 。 
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第 七 章 ”阻尼 的 评价 


7.1 阻尼 模型 


和 2.3.1 中 忆 经 说 过 ,通常 用 阻尼 器 来 作为 表示 结构 物 的 阻尼 机 构 的 模型 。 同 时 ， 将 它 放 
人 系统 中 时 ， 如 图 2.15 所 示 ， 总 是 不 言 西 殉 地 将 表示 系统 刚度 的 弹 沈 与 阻尼 器 并 列 组 人 台 在 一 
起 。 或 式 (6.29) 所 表示 的 多 质点 系统 的 运动 方程 式 也 是 


以 弹 繁 与 阻尼 器 并 列 配 置 为 前 提 的 。 p 
对 于 系统 中 弹 往 与 阻尼 器 的 组 合 方式 ， 至 今 已 提出 过 

很 多 方案 。 这 里 我 们 只 提出 其 中 几 个 很 简单 的 模型 来 研究 人 优 阁 特 型 

其 特性 。 —— VWVYWY4— 
a。 人 快 格 特 〈Voigt) 模型 人 磋 克 斯 市 尔 六 


图 ? .1(a) 所 示 绊 赞 与 阻尼 器 并 油 组 合 的 模型 称 为 伏 格 
特 模 型 。 也 有 称 为 开尔文 (Kelvin) 模型 的 。 进 弹簧 常数 


为 Ek， 阻 尼 系 数 为 < ， 作 用 在 模型 上 的 广义 力 为 P， 与 此 Te 
相应 产生 的 贷 型 位 移 为 6。 在 这 种 并 烈 模型 中 ， 弹 筑 与 蛆 bo) 江汉 开局 型 
尼 器 的 位 移 相 同 ， 所 以 图 7.1 ”阻尼 模型 


弹 赞 产生 的 抗力 P,=k6 
阻尼 器 产生 的 阻力 Pa: 一 结 
由 于 了 二 上 二 了 P,， 所 以 表示 快 格 特 模型 的 方程 式 为 


P =ké ce (a) 
现 假 设 对 模型 加 上 贺 频 率 为 @ 的 谐 和 据 动 位 移 
$ =—060 sin ot 《by 
代 人 人 式 《a }， 得 | 
P=6(ksingttcomoogmt (ce) 


从 式 Cb》 和 式 《6 》 消去 wt， 则 得 到 力 P 和 位 移 6 的 关系 式 为 
2 » 入 和 
( 误 ) -( 襄 ) 站 (全 ) 全 ) (全 Ca) 
如 图 7,2 所 示 ， 如 果 以 P/kdo 和 ar 6o 为 坐标 轴 ， 式 《dj) 就 
是 一 个 榜 闸 方程 。 如 再 将 坐标 加 如 图 记 示 转动 一 个 衣 度 


0 

日 一 arctan- [( 委 ) + +( 铝 | 
别 对 转动 后 的 新 毕 标 轴 羡 。，Y， 式 《dd ) 就 成 为 桶 隐 标 淮 ， 4 
方程 式 图 7.2 力 一 位 欧 厄 区 
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$I 


2 (0) 


"ar +t pr =! 


式 中 
O22 (CO/K)/A 2 十 (ce 一 w 4 十 (ce 
8 一 2(caAR]2AC 2 十 (ee 十 4 + (Cok)) 
掺 阅 的 面积 为 rab。 如 用 4Y 表 示 面 租 ， 册 47 一 rcoAK。 如 果 以 PP-6 即 力 - 位 移 举 标 来 表示 岁 
7.2 的 两 个 加 ， 则 AVY 一 AceoAK (ko 6， 即 
AV CO—Axcod? (7.1) 
如 2.4.4 节 中 所 述 ， 这 个 面积 表示 每 次 逢 环 中 的 能 量 损 失 。 
b。 壹 这 斯 万 尔 模型 
如 图 7.1《b) 所 示 ， 弹 簧 与 电 尼 小 串 联 布设 的 横 型 称 为 才 克 斯 韦 尔 模型 。 串 联 横 型 中 
弹簧 与 阻尼 器 的 受 力 模 等 。 
弹簧 产生 的 位 移 6, 二 P/k 
阻尼 器 产生 的 位 移 “6:= P/e 到 6 一 | (P/e)t 


由 于 6 = 和 ,十 4， 所 以 表示 者 克 斯 书 尔 伐 击 状态 的 方程 式 为 


6 一 Pi 十 | ，(CPAe)d (Cf) 
长老 微分 后 得 
P+ p=k 
很 设 
P 一 KO sinat (EE) 
民 大 式 《了 f》 肥 得 
站 6 sinot 十 El 1 一 coson | 《hy) 


从 式 〈g ) 和 式 〈《h ) 消去 of， 得 
和 (二 
这 是 椭 加 方程。 如 光 坐 标 饥 转 动 一 个 角度 9 


oa [一 ( 误 ) +V4+( 吉 )] 


则 可 得 与 式 《* )》 相同 的 权 皮 标准 方程 式 。 这 时 
(二) [s+ 各) -V7( 到 站 
/+( 吉 ) +Vrr( 丙 站 


AV x(k/c0) -Ko {7.2) 


因此 ， 燃 贺 的 面积 为 


ce。 滞 器 阻 庆 模型 
图 7 .1 《< 》 中 的 模型 与 估 格 特 型 相同 ， 也 是 并 列 型 的 ， 但 假定 了 阻尼 器 的 阻尼 常数 与 


4 1980 « 


活塞 的 速度 即 圆 频率 成 反比 ， 这 种 模型 称 为 兹 相 阴 尼 粮 型 。 这 时 只 要 将 对 应 伏 格 特 型 的 各 个 


式 子 中 的 以 下 式 的 上 值 代替 即 可 ， 
C 一 0/ 人 c"， 常数 (7 .3) 


所 以 ， 能 其 损失 为 
AV =nXc"d,? 


d， 杰 型 与 阻尼 比 
各 种 模型 的 最 大 势能 均 为 V 一 一 -Kk6;。 闪 此 ， 能 量 损失 率 4V/V 及 其 与 阻尼 比 的 关系 由 


式 《2.66)》 纵 出 ， 由 此 可 求 出 各 种 模型 移 阻 尼 比 为 


伏 格 特 型 n= (7.5) 
卖 克 斯 书 尔 型 。 4 一 一 2 盖世 > (7.6) 
浠 连 限 尼 型 。 一 - 汪 ， 六 (7.7) 


以 图 形 开 示 如 图 7.3 所 示 。 由 图 上 可 以 看 出 ， 对 伏 格 
特 型 ， 了 组 尼 二 与 频率 成 正比 对 袜 退 阻 呈 型 ， 则 与 频 
于 无 其， 为 一 当 数 ; 而 对 麦克 斯 韦 尔 型 ， 阻 足 比 与 频 
率 成 反比 。 

图 ?7.4 为 使 实际 建筑 物 作 微小 振动 时 阻尼 比 的 实生 值 与 固有 圆 频率 的 关系 图 *。 图 .上 意 


图 7.3 中 尼 模 型 与 阻尼 比 
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图 7.4 竺 际 建筑 物 的 阻尼 比 图 Y ,5 地 震动 强度 与 阻尼 上 


“4 训 本 建筑 学 会 梢 造 标 涵 委员 会 拔 弓 分 衬 会， 建筑 物 四 耐 做 设计 资 村 ， 通 筑 振 惑 定 肤 一 览 表 二 上 站 实在 建筑 物 全 扳 加 
特性 (于 而 上 ， 卫 和 丰年 26 扫 上 全 昭和 27 年 10 月 。 。 
"idl 。 


独 移 点 瑚 示 对 应 建筑 物 一 阶 振 型 时 的 阻尼 比 ， 用 直线 联结 的 点 则 表示 同一 建筑 物 从 一 阶 所 型 
到 高 阶 振 型 时 阻尼 比 实测 值 的 变化 。 点 的 离散 性 很 大 ， 很 难 判断 用 哪 种 阻尼 模型 合适 。 但 从 
所 画 点 子 的 大 体 趋 劳 来 看 ， 实 用 上 似乎 可 以 假定 为 伏 格 特 寞 型 。 另 外 从 安全 角度 出 发 重视 高 
阶 振 型 的 影响 时 ， 沼 常 假 定 为 带 过 了 肝 尼 型 来 进行 分 析 。 

图 ?7.4 基 央 示 微 小 振动 时 的 山 尼 比 ， 可 以 想象 ， 如 果 象 强 地 震 时 那样 建筑 物 反应 变 大 时 ， 
阻尼 比 的 值 当 然 要 变 得 较 天 。 作 为 参考 ， 疼 7 .5 给 出 丁 表示 所 型 阻尼 比 与 读 振 型 固有 周 需 所 
对 应 的 地 震动 无 阻尼 速度 反应 谱 值 之 闻 的 关系 *。 


7.2 阻尼 和 矩阵 的 解 克 


关于 送 动 方程 式 (6.40) 的 固有 值 问 题 方程 式 〔6.43) 的 解 ， 以 式 《6.74》 的 形式 表示 为 
[CEICU I TLMICU ERY (7.8) 
式 中 [CU )] 为 振 型 算 阵 ，E 9 3 为 频率 竺 阵 。 为 使 运动 方程 式 《6,82) 完全 解 太 的 充分 几 蔓 条 忻 
是 式 〈6.83)》 满足 如 下 的 正 交 条 件 : 
[CTECO]， 对 角 和 矩阵 一 [cc 和 (? .9) 
如 果 这 个 式 子 成 立 ， 运 动 方 程式 就 可 情 确 地 分 解 为 式 《6.865)， 即 各 阶 据 型 的 独立 微分 方程 
式 
MgO KE = Pp i 二 1,2 7 (7.10) 
式 中 2 《了 一 1 2…p 关 )》 为 正则 坐标 。 展 开 成 式 【86.69) 即 
{ 古 上 一 [人 2 宛 {a 
一 上 
肝 ，{&c GT 各 项 就 是 各 防 正 则 振 型 。 这 有 时， 对 各 阶 正则 振 型 ,质点 位 移 之 问 保 持 一 定 的 比 
值 。 换 言 之 ， 所 有 质点 总 以 同一 相位 扳 动 。 当 这 种 正则 振 型 存在 时 ， 往 往 称 为 系统 具有 和 经 典 
正 到 所 型 。 式 (7?7.9) 就 是 系统 存在 经 殿 正 则 振 型 的 充分 必要 条 件 。 
另 处 ， 如 将 式 〈?7 .10》 写成 式 《〈6.89) 的 形式 
gh po) 一 下 人 AM 
则 插 型 阻尼 比 #' 可 表示 成 
让 (一 CA2000MGD) (7.11) 
作为 经 典 正则 振 豆 存在 的 充分 条 件 一 一 不 一 定 是 必要 条 件 ， 可 以 有 以 下 几 种 情况 。 
7.2.1 与 质量 成 比例 的 限 尼 
假设 阻尼 入 阵 与 质 基 和 矩阵 成 正比 ， 即 
[CJ=00CM] 0o; 常数 {7.12) 
齐 有 
CONNCCICOI = {UI MI CUY 
=a [UITMICUI =at Md 
很 明显 满足 正 交 条 件 z (7。 9)。 式 (7.12) 的 假设 称 为 与 质量 成 正比 的 阻 居 假设 。 这 时 ， 由 式 


四 Hart,. CC "Yasudevan, 及 . ,了 Earthquake Design of Buildings, Datmping Proc.ASCE,VoL10l,NOoO.STL. 
Jenuary 1976,PD.14—#0, 


#4 于 


{7.11), 有 
hn a0/ (sm) 
只 要 指定 了 对 应 某 阶 振 型 的 阻尼 比 ， 甚 它 各 阶 振 型 的 阻尼 比 就 全 部 确定 了 。 因 为 阻尼 比 与 国 
有 频率 成 反比 ， 据 型 阶 数 越 高 ， 阻 尼 比 就 研 小 。 
从 物理 上 看 ， 阴 尼 与 质量 威 正比 能 师 设 ， 如 图 7.6(a) 中 所 示 ， 是 在 各 质点 与 地 面 之 间 ， 
即 所 请 系统 的 和 沧 强 ， 设置 其 灯 性 与 质量 感 正 比 的 
阻尼 强 。 有 从 这 个 春 义 来 说 ， 世 可 称 为 外 部 粘性 型 
阴 尼 。 
7.2.2 与 刚度 成 比例 的 阻尼 
息 设 阻尼 夭 阵 与 士卒 矩 降 成 正比 ， 即 
[CC 一 所 还 政 ] ai 常数 (7.13) 
邮 参 切 式 (6.75)， 就 有 有 
COITCOICUOI CUI Ta CKI) LOY 
= CUITKICUY 
=aLtM Eo )) 
沿 是 式 《7 .9}。 式 《7.13》 的 假 讼 称 为 与 刚度 成 
正比 的 了 图 尼 ， 当 惯 上 几乎 郁 用 这 种 假设。 从 物 图 7.6 与 质量 和 刚度 成 正比 的 阻 刻 
理 干 看 ， 妇 效 7.6(b) 所 示 ， 就 基 在 头 统 内 各 个 质点 之 间 设 置 莉 赞 常 数 和 阻尼 系数 成 正比 的 优 
格 特 机 型 ， 记 以 世 称 为 内 部 粘性 阻尼 。 由 式 《7,11)， 拓 型 阻尼 比 为 
hi =an' /2 {7.14) 
它 与 固有 频率 成 正比 。 所 以 ， 越 是 高 阶 的 拓 型 ， 其 值 越 大 。 同 样 ， 和 如 果 指 定 对 应 茶 特 定 阶 振 
型 或 特定 固有 局 期 的 阻尼 比 ， 划 所 有 各 阶 捧 型 的 阻 尼 比 就 郁 确 定 了 。 便 如， 给 定 了 一 阶 振 
型 的 阻尼 比 由 式 他 .14)》 得 Ga 一 2 ， 因 此 对 任意 阶 数 ， 有 
hh gD fw) (7.15) 
【例题 7.1] 假 设 倍 题 6.8 中 系统 的 阻尼 为 内 部 相 性 型 阻尼 【与 刚度 成 正比 和 的 阻尼 ), 并 设 一 
阶 迫 型 的 阻尼 还 为 5 名 ， 求 各 蛤 振 弄 的 阻尼 比 。 + 


， 下 (ly 一 - rr Tere He Fhe Ere ppp 
[ 解 ) 恩 为 对 % ?一 17,71rad/s 阶 获 ] cvrads) h 4 


ji 一 0.050， 出 式 〈7.15》 -一 - -一 一 一- 


可 得 h 二 0.068 3 717.71 ， or oa 

—0.0028230 0 3 TB .2 0.212 

所 以 各 阶 振 型 的 阻尼 比如 右 表 所 列 。 。 0 ye 
另外 ， 如 也 式 (6.90) 所 永 矩 阵 ED3 的 一 一 一 一 一 一 

形式 来 末世 ， 则 成 
1.771 
12.708 
EDj:= : 31.958 {7.16) 
55,.235 
82.2501 


pe 


将 式 C6.52) 中 的 EI、 成 (60.55》 的 [Ds 式 《7.16) 的 D3 和 忒 (6.55) 的 CM 
a li3 we 


CUEMI9 代 入 式 (5.91)， 就 得 
”0.677 一 0.677 0.000 0.000 0.000 
一 心 。677 1.524 一 D.847 0.000 0.000 
{ CC 一 0.000 —0.847 1.863 一 1.016 0.000 
0.000 .000 CC—1.018 2.201 —1.185 
0.000 D000 0.000  —1,185 2.371 
很 容 身 验证， 这 个 阻尼 第 阵 与 式 (6.53) 所 示 系 统 的 刚 诬 蝶 隆 成 正比 ， 蚌 与 刚 族 成 正比 型 的 
阻尼 。 
7.2.3 瑞 利 锰 阻 尼 
假设 阻尼 算 阵 是 质量 姑 阵 和 刚 论 矩阵 的 线性 组 合 ， 即 
CCI= ActMI + a,CK) ao， di: 常数 (7.17) 
显 扒 有 
CD]TCIC3CUI 一 GEM 和 GEM 2 Tw) 
满足 正 交 条 件 。 由 式 《7.11)， 阻 尼 [ 比 可 天 示威 
hn = (a/0 十 go ) (7.18) 


如 果 指 定 对 应 两 个 特定 频 素 的 阻尼 比 ， 则 可 以 将 式 (7.18) 着 作 关于 a 和 a, 的 联 立 方程 式 ， 
并 由 此 求 出 常数 om 和 4)。 便 如 ， 设 对 应 一 阶 和 二 有 阶 因 有 圆 频率 6 @ 的 阻尼 比分 别 为 
hh ， 则 得 
an 一 2 从 13 个 【3》 Ch 17 辐 «2 —h [中 是 pa it1y {tm tz} )2— (® ¢13} "要 
在 1 一 呈 ( 丰 2) 而 《23 -一 上 《13 pa] 17 Lm 《33 2 一 (中 所 二 了 2 了 
另外 ， 式 《7.18) 所 表示 的 阻尼 比 #” 随 频 率 @ “的 变 尼 如 图 7 .7 所 未 。 当 
= ad =" (a) 
时 ， 有 极 小 值 
HA Va ah* Cb) 
由 式 Ca 》 和 式 《b 》 可 得 qo 一 有 "0*， 
抽 二 hf/@*。 所以， 式 《7,18》 也 可 写成 
hn + 2 )h* (7.20) 
【例题 7.2】 假设 例题 6.8 中 约 系 统 是 瑞 利 璋 
阻尼 ， 并 设 一 阶 和 二 阶 振 型 的 阻尼 比 均 为 5 品 , 求 
高 阶 振 型 的 阻尼 比 。 
[ 解 ] 因为 对 席 四 避 一 17。71， 吕 人 一 47。44radAs 的 阻尼 比 为 产后 一 让 全 一 0.05, 所 以 式 
(7.19) 中 


RDB hm RD D1 —0.05(47.44—17.71) =].4865 
(0) (0) 47.44):— (17.71):=1936.9 


(7.19) 


图 ?7.7 瑞 利 狼 阴 尼 比 和 频率 


于 是 
of/2=17.7T1 X47.44X 1.4865/1036.9—=0.6448 


fiA2==-1.486571936.9 一 0.0007675 
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式 (7.18) 变 成 


hs 一 0.6448/a Fo.00076750m ‘2 
由 此 可 得 各 阶 振 型 的 阻尼 比如 下 表 所 示 。 


“和 数 xD (rad/s) hn 阶 数 a itrad.'s) hi 
| ‘ | 


上 

1 17 .了 1 性 .050 4 | 98.92 .082 
二 了、 呈 生 D ,OSG0 5 120.71 让. 池 和 和 
| 75.、24 .OG | 


7.2.4 Caughey 条 性 
革 式 《〈?.8) 前 乘 CDOTCCKICMD 1)， 阳 参照 式 (6.75) 可 得 
COITCEICMIICEICOI = LUITEEICMI EMICOOIE OY 
={UITCEICOIE OY 
EM Ta Ca) 
很 明显 ， 右 边 是 对 角 和 矩阵 。 再 对 式 (7.8) 前 乘 [CDTCCKITIM] 2， 参照 式 《a ) 的 结果 ,得 
[DIDTCEE DC CEICOI = COYITCK JICMITITEICMI CMICOIR OY 
=[EUITIEICMI TEICUIL OY 
一 上 对 {12 正品 "3 
符号 布 边 也 是 对 角 奸 阵 。 
同样 ， 取 5 为 任意 下 整数， 对 式 (7 .8) 前 对 CUJTCCKJCMI- ”参照 飞 上 (UYT(CKY 
LCM") 所 得 的 结果 可 以 知道 
CUOITOORICMIO OKICOOI SEM Loy Cb} 
将 式 《b ) 左边 写成 
CUOITOCEICMITO CRICOI= COIT(MICOMI DCREICMDIT) KICUOY 
根据 式 《5.20》 的 结合 律 将 LMJ! 和 [KK) 的 积 插 在 一 起 ， 则 式 《b ) 可 表示 为 


COITCMICCMITICRIN CU = CM 0 FO (ec) 
等 号 右边 是 对 角 和 矩阵 ， 反 此 可 以 知道 式 (c ) 左 迎 的 KMIJUCMJ ED 对 任意 正 整 数 b 灼 议 是 
正 交 条 件 。 
所 以 ， 如 将 阻尼 拭 阵 写成 EMIJICMI]J IE 的 线性 组 合 ， 即 
COI =CMI Da tMII LKIY as 常数 {7.21) 
b 
则 始终 满足 正 交 件 条 式 (7,9)。 式 《7.21) 称 为 Cauakey 条 件 ， 它 是 经 典 正则 所 型 存在 之 充 
分 条 件 的 最 一 般 表达 形式 ”。 
慢 式 (7.21) 中 b= 二 0;， b= 二 1 和 5 一 0， 1 则 明显 可 得 
p=0 LCI=aotM) 与 质量 成 正比 的 阻尼 
B 一 1 [CI—aCK) 与 刚 谋 成 正比 的 阻尼 


b =0,1 [CI=a tM) +a[LK) 瑞 利 型 阻尼 
和 报 据 式 Co) ， 从 式 [7,21) 可 得 
本 Caughey, T. K. .Classical Normal Modes in Daimped Lincar Dynamic Systems, Journal of Applicd 
Mechanica. Trans. ASME TURE 1960,pP.269-271. 
"= 1 : 


[trCCJIEU3 一 EM YS eax 
再 


因此 ， 由 式 (7.11》 可 得 


RY = 一- > [本 [| 了 和 1 = 一 [2 a [| 十 让 so 人 ( 痪 ‘3 3 十 ai [ )2| 
(7.22) 
即 
h {1 Ta ‘1> | (mY Ys {oo 《0 Yates a 
| 起 23 上 1 1/a 《33 ， 加 人 {@ 6? Js 【加 《3 2 1 
; [72 : : : : : 
入 1/® hy my 【中 hy }s “OO ‘hy Edt Gs_t 


(7 .23) 
绍 定 b 组 的 6 7 ,有 谣 可 确定 系数 0,4" 1, 由 式 (7.22) 就 可 算出 对 任意 阶 振 型 的 阻尼 比 。 
[ 例 显 7.5] 计算 例题 6.8 所 示 系 统 对 埃 森 特 史 1940 南 北 分 量 地 震动 的 反 应。 这 个 地 震 


动 的 无 阻尼 速度 反应 谱 对 应 系统 的 ~ 一、 三、 一 一 ET 
五 阶 因 有 属 期 时 的 谱 值 如 右 表 所 刚 (参见 图 。 四 数 | | | 
5.11) 。 参 考 图 7.5， 当 对 应 这 些 振 型 的 阻 叱 一 sh 
比 采用 右 表 有 中 栏 所 示 值 时 ， 试 确定 满足 0 oe | 0 
cawughey 条 件 的 二 阶 和 和 四 阶 振 列 的 阻尼 比 。 3 | 0.052 4.3 0.01 
[ 解 ] DDT 5 
一 1 20.71rad/s 所 以 
| 1/@ 四 5 《加 和) 0 .056465 17.71 5555 | 

La ee Di (ec =i 0.013291 75.24 425938 

LA 《加 5 )* 0.008284 120,.71 17588653 
由 式 (7.23) 得 


0.056465 17.71 5555 [0.08 
0.013291 75.。24 425938 0.02 


fo 
HE 

as 0.008284 120.71 1758853 0.01 
19.161 "FT.217 1.687 O08 
== 多 [ee 2.3506X10-2 —0.5677 X10 2 | 0.02 | 
| 0.2323X10°* —1.5702X10* 0.9502 X10 0.01 

1.0222 
-| O1314X10°? | 
—0.8i44X10™ 

代入 式 (7?7.22) 成 
RD 1.0222/0 O1314X107 -网 全 —0.8144 X10 (0° ): 

由 此 算出 对 应 中 一 好人 44， W892radys 的 2 ， 天 与 给 定 的 ~ 一、 三 、 五 阶 振 型 
的 阻尼 比 一 起 列 于 下 表 。 
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7.2.5 “与 能 量 成 比例 的 本 让 

色 上 一 闻 为 止 ， 论述 了 为 使 运动 方程 式 中 的 阻尼 项 和 解 硒 的 条 件 ， 即 为 合式 (7,9) 的 正 
交 条 作成 立 的 条 伴 ， 以 及 为 赋 所 保 的 几 种 假设 。 还 论述 了 当 这 种 条 什 不 能 严格 满足 有 时， 引入 
解 焰 的 假设 ， 忽 略 式 (6,84) 所 示 蚌 阵 CUITECICDI] 的 非 对 角 元 素 而 仅 着 上 腿 于 式 (6.85》 所 
隙 的 如 下 主 对 角 元 过 


CPOETCNMuD} 一 152 可 (2) 
根据 这 种 假设 ， 由 式 《7.11)， 即 

hn Cn/(20 MD) ji 一 12… 天 Cb) 
就 可 确定 振 型 阻 中 比 z 2 。 


振 型 胜 足 比 是 与 整个 系统 有 关 的 特性 ， 击 有 藉 各 构件 的 阻 中 特性 至 此 尚未 船 及 。 后 面 将 
莫 讲 到 ， 当 整个 结构 物 荐 由 大 致 相 岗 的 结构 材料 组 成 时 ， 对 应 同一 振 型 的 构件 阻尼 比 与 系统 
艺 体 的 胃 尼 毕 是 一 救 的 。 悍 当 同 一 结 插 物 内 ， 例 如 钢 盘 混 瞻 于、 劲 性 钢筋 漫 频 土 和 型 钢 等 构 
件 混 合 存在 : 而 想 对 各 个 部 分 给 出 不 同 的 阻尼 特性 即 所 谓 各 部 分 的 阻尼 有 时， 与 系统 整体 的 据 
型 阻尼 上 比 航 关系 如 何 就 成 问题 了 。 为 了 确定 这 种 关系 ， 有 必要 对 式 (a ) 雇 示 主 对 角 元 娄 的 
内 容 格 加 考虑 。 
设 系统 内 连结 质点 i 和 奢 点 j 的 构件 的 阻尼 条 数 为 c';， 注 党 在 这 一 节 中 不 要 把 质点 编号 
i 与 带 括号 的 振 型 阶 数 《 7 7 寓 请 不 分 。 考 虑 最 一 和 能 的 情况 ， 即 设 所 有 正点 都 与 其 它 质 点 连 
结 在 一 起 。 根 据 限 尼 影 响 系数 的 定义 ， 作 用 于 质点 i ，j 之 间 的 阻尼 力 与 两 个 质点 之 间 的 相 
对 广度 0, 一 8, 成 正比 ， 等 于 ci (8 一 6,)。 因 此 ， 运 动 方 程式 (5.29) 中 有 陋 尼 项 Cc 和 16} 的 各 
行 ， 可 以 分 别 写成 如 下 形式 : 
cl0, —6:) Tca(e， 一 6 十- .十 cov-i(6 一 6. 二 cun(6; 一 5.) | tc cu(6i: 一 6u) 
cu( Os— 0,) ca(d,—63) 十 … i (062 —6,1) es, — 0») | CE 
ens(6a01) onal0n —63) om.—63) 十 … cwi(6- 一 9) 二 cna(6. 一 00) - 
正 线 右边 的 项 是 作用 于 连结 质点 与 系统 固定 点 的 构件 上 的 阻尼 力 ,66 表 示 辐 定点 的 速度 (56 一 
0 )。 考 虚 最 一 般 的 情况 ， 即 设 所 有 质点 都 用 构件 与 加 定点 连结 在 一 起 。 显 然 ， 上 式 中 ， 当 
质点 之 间或 质点 与 固定 点 之 向 没有 连结 时 有 cs 二 0 。 艾 下 式 第 宇 行 变 成 
(Ce 十 2 十 Pst terrarit er TC )d 


一 扬 过 ;一 crat 一 … 一 Ci 一 一 Co- 一 code {ce ) 
另 一 方面 [CI{d} 的 第 i 分 量 为 
Cud, 十 Cad 十 十 Cd 十 … 十 Cd 十 Cd 《dy)} 


最 后 一 项 为 0， 只 蚊 在 形式 上 加 上 这 一 项 而 已 。 比 较 式 (5) 与 式 《d) 可知， 阻尼 影响 系 
数 与 各 部 分 阻尼 了 系数 之 间 有 如 下 关系 : | 
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的 1 
CH= Pe (cn= 0) | (e) 
Cu—Cn = Cr 
然而 ， 展 开 式 《a ) 的 主 对 角 元 素 {u CCI{w'}， 就 得 到 如 式 《5.28)》 所 示 的 结果 
(这 里 暂时 省 路 表示 阶 数 的 ( j》): 
{uu} COI = Cu FC te tO 区 于 
Cu Cut tC ltt 


+ 已 , i 二 Crmsttn 十 i 十 各 st 


代入 式 (6) 得 
{nu} CCIK}= 0 十 cz 一 区 te To) Fe, on 
od HHH ) 0 二 "二 Cor (Hi tal) Tel? 
en Ct) 十 "十 洛 eon? 
因此 ， 可 以 表示 成 
nt 社 
CD {TEC  } = > > cri uD Ys (Cf£) 


i=0 j=i+l1 
与 推导 出 式 《E )》 完全 相同 ,很 容易 证 明 , 如 设 连 结 质点 ji 和 的 构件 末 的 弹 赞 常数 为 fo ， 
则 可 以 表示 成 
六 一 1 也 


KO {人 }ICKI{R 0 一 2 > Kita —HKA } (Cg ) 
i=0 j=i+t+! 


同时 ， 根 据 式 《6.76) ， 有 如 下 关系 : 


MK /Dm )? (Ch) 

a。 各 构件 的 阻尼 为 内 部 粘性 型 
设 构件 机 的 阻 电 为 内 部 粘性 型 ， 相 应 于 频率 @ ”的 构件 阻 中 比 为 ， 则 由 式 (7.5) 得 
Ci 一 2 用 后) 下 《7 ‘ i1) 

将 式 (f)、(h)、{g),、 (i) 代 太 式 (b)}， 得 
n—1 攻 
> hi “es (wt? — wi ?2 

hn itt! (7.24) 


于 
>, >, ke 一 和 2 


i=t j=i+! 


式 中 的 一 一 ks(w? 一 wy ) 是 系统 处 于 了 阶 振 型 状态 时 构件 订 内 积 辕 的 最 大 势能 。 因 此 ， 
2 


式 他 24) 表示 : 以 各 构件 j 阶 据 浒 时 的 最 大 势能 为 权 的 务 构 件 j 阶 队 尼 比 # 辣 ? 的 带 权 平均 
值 就 是 系统 整体 的 j 阶 握 型 阻尼 比 k“”，”。 或 者 也 可 以 认为 与 各 构件 最 大 势能 成 正比 的 雍 基 由 
于 阻尼 存在 而 消耗 。 式 (7 .24) 称 为 多 质点 阻尼 系统 的 皮 档 斯 - 罗 塞 特 (Biggs—Roesset) 方 
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程式 车 o 
当 各 构件 的 阻尼 比 #.3? 全 部 相等 时 ， 式 (7.24) 成 
二 一 中 :> 
荔 外 ， 当 系统 为 图 6,16 所 示 的 申 接 剪 切 模型 时 ， 式 (7,24) 可 表示 成 


佬 
> RD kw {Di )2 


下 6 = 一 一 一 一 一 一 {7.25) 
> Ki 一 天 区 7 二 

b . 备 构 性 航 租 兹 为 滞 回 阻尼 型 

由 式 (7.3) 有 2 一 ci 四 (7 ;各 构件 的 常数 ), 同时 由 式 (7 ,7》 有 中? 二 e321)， 
从 两 式 中 消去 c1， 便 得 ct 一 2 Ra 人 ， 与 式 《i) 形式 相同 。 因 此 ， 振 型 阻尼 比 与 各 
部 分 阻尼 比 的 关系 可 用 与 式 《7.24) 或 (7.25) 形式 上 相同 的 式 子 来 表示。 

但 计 于 内 部 业 性 型 阻 尼 , tj 是 与 频率 w "成 正比 的 量 , 所 以 & 也 随 直 接 与 e ?有关 的 
振 型 阶 数 而 改变 。 对 于 少 通 阻尼 框 , 产 3 是 与 @ ”无 关 的 常数 ,让 只 取决 于 振 型 和 失 量 {w*} 
的 值 而 随 阶 数 变化 。 

【 例 显 7.41 假设 例题 6.8 中 的 系统 为 内 部 粘性 阻尼 ,一 阶 振 型 时 各 部 分 的 阻尼 比 , 即 第 1 
层 至 第 5 层 构 件 的 嚼 尼 比 ， 分 别 为 第 1 层 5 吕 ， 第 2 层 3 免 ， 第 3 层 以 上 2 品 。 求 系统 各 阶 振 
型 的 阻尼 比 。 

[ 解 〗 因为 是 内 部 粘性 阻尼 ， 各 部 分 前 各 阶 振 型 阻尼 比 与 国有 贺 频 率 成 正比 ， 首 先 求 出 
这 些 伟 如 下 ， 


芥 数 | 4) (rad/ay 种 部 劳 阻尼 雍 
1 19.71 hl =0.050 hi 0.090 hi hil hd ?0.020 
2 4 hi 194 ht’ 0.080 hi hd) hd m0, O54 
$s 5.24 hi 0.912 hi 0,127 hi hi hi 0 .085 
4 D8 -92 Ro.279 hi osc8 hi hi hit 0.112 
5 120-71 hi 7 一 0 ,341 四 和 >.204 hI hi hi 一 13 


然后 由 例题 6.8 中 求 出 的 固 有 函数 值 来 计算 各 有 阶 各 部 分 的 Kew 人 一 w4?) 礁 ， 结 果 如 下 ， 


人 


及 次 了 Kecteti) 一 下 全 ?和 
Ct/em) jl ji~2 | fs | i1=+ | 1-s 
5 120 | 1 .自立 5 蝇 自 -全 和 1 由 昌 .站 了 3 .8 名 .6 
4 1650 全 -有 了 宇 生 .省志 8.2 202 .6 :| 
3 180 3.433 | 名 了 了 坊 26.4 2653. 4 
和 210 4.977 B.91 了 | 296 .2 
1 和 1 入 | 二 ， 归 胡 担 32.10 SF.7 [a 1- 
_ 
合 评 | 15 ,45 i109.9 270.2 456.8 和 了 生 ,大 


12) Dobry RWh. :man, RY.R Rocsset, J.M. Soil Properiies angd the One-Dimensional Theory of 
Farthqyake Amplification, Rescarch Report R71-1B, Depi.of Civi] Engineering, MIT,May 1971。 
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这 样 ， 由 式 《7,25) 可 以 算出 系统 各 内 阻尼 比如 下 ， 
RY (0 020X1,.02540.020 X 2,372+0.020X3,433 二 0.030X3,977 0.050 


x4.646}/15.45=0.488/15.45=0.032 
R0054X398.0440.054 X29,.64 +0.054X2,.20T0,080 X68,.91 0,.134X32,.10). 
109.9—8,.681/108.9=0.079 
hs 0.085 X109.9+0.085 Xx 8.2+0.085 X87.4+0.127 X7040.212X 587.7)/ 


270.2=30.59/270,.2=0.113 
ho—(0.112X73,.8-0.112X 202.5-0.112X26.4 二 0,.168 X98,.1+0.279X 55.4)/ 


456.2—65.84/456,.2=0.144 
ho={0.136X6.50.136 X69.1+0,.136 X 253.4+0.204 XxX 2965.2 二 0.341 Xx 48.4}/ 


672.6=121 .47/672,.6—0,181 
{例题 71.51 假设 .一例 髓 中 阻尼 古 突 巡 型 的 ， 求 系统 种 阶 振 型 的 阻尼 比 。 
[和 解 3 ”因为 是 淆 届 阻 必 , 故 与 各 振 型 的 固有 频率 雹 关 ，h?》 一 0.05Rs 二 0.03,， hf 一 
he 一 站 0 02 (T1205) Ke 一 44)? 的 盾 与 上 便 相 同 ， 代入 式 (7.25) 从 与 上 
题 相间 的 运算 ， 妈 可 求 出 所 型 阻尼 比 h (了 二 1,2…5)。 请 读者 自己 计算 ， 其 结果 与 圭 例 


相 比 较 如 下 表 所 列 。 


报 弄 乌 尼 Ith i 振 型 阻尼 比 # { 力 
和 阶 ” 数 |-- 一 | 挤 数 
内 部 粘性 型 | 潜 耐 阴 尼 型 内 部 粘 住 型 。 | 。 活 回 息 尼 温 
时 


0.C22 } 4 | ,144 | 0.026 


.Da2 
0.07P 
0. 113 


Cb. Gay | 人 D181 D0, 026 


O02 | 


| 


?7.3 有 阻尼 振动 的 精确 解 


万 式 《6。29》 所 示 ， 多 质点 阻尼 条 绩 的 运动 方程 由 下 式 给 出 ， 

EM3G + CCYI {0} 4+ CKIO} = 1{P} (7.26) 
按 惯 用 的 方法 《 即 本 书 6.4 节 和 6.5 节 中 主要 讲述 的 方法 ) 求解 这 个 方程 式 ， 即 ， 

(i) 在 上 式 中 设 [C) 二 0，[P) 二 0 ,对 这 样 得 到 的 无 阻尼 自由 振动 方程 式 EM3{ai 十 CK] 
{6} 一 40}， 人 起 设 其 解 为 {60} = {4}e'*'， 解 这 个 固有 值 问题 的 方程 式 CKj {4} 一 p 放 MI{w}， 求 
出 所 型 矩阵 5D2。 

(1) 作 坐 标 变换 16+ 一 [DT[{ 仆 ， 使 式 〈7 ,26) 中 有 关 EM3 和 [KJ 的 项 对 角 化 。 但 除了 阻 
尼 甜 阵 满足 Caxghey 条 件 等 特 跌 情况 外 ， 有 关 5C] 的 项 一 般 不 是 对 角 化 的 。 

(iiy 引入 解 耦 的 由 设 ， 得 到 关于 坐标 1 的 独立 方程 式 ， 把 这 些 解 琶 加 想来， 可 求 出 系 


统 的 反应 。 
在 (aiiy》 中 由 于 恨 定 可 解 类 而 用 振 型 登 加 法 求 得 的 解 一 般 是 近似 解 -而 轩 直 接 积 分 法 解 式 
(7 .26) 时 ,似乎 可 以 求 得 精 理解 。 但 由 于 对 (3 的 元 素 的 阻尼 系数 不 够 了 解 , 夏 不 得 不 普 先 根 


据 经 验 来 设 定 阻 尼 比 ， 移 成 式 《6,.890)》 所 示 的 对 角 秆 阵 [PD]J， 再 对 比 作 汇 〈6.91》 的 变 换 ， 
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以 确定 阻尼 引 阵 CC]。 册 就 是 说 ， 在 这 个 过 程 中 仿 依赖 于 解 移 的 假设 '* 。 
但 当 具 有 任 音 的 附中 从 阵 时 ， 求 式 (7.26) 所 示 运 动 方程 式 的 精确 解 也 决 非 不 可 能 2 。 
本 区 烛 对 这 种 方法 及 与 此 有 关 的 车 十 事项 作 一 介绍 。 
1,3.1 复 加 有 值 
根据 式 《7.26)， 欠 质点 阻尼 系统 的 自由 振动 方程 式 为 
EMYI46} + (CIO + CKI{O} 一 10 (7.27) 
式 中 EMjJ、5C]、F[E] 克 为 对 称 矩 阵 ， 旦 FEM] 和 [5 蕊 ] 为 正定 的 。 如 有 动 术 位移， 必定 要 消耗 能 
量 ， 凡 为 有 阻尼 的 作用 ， 阴 尼 矩 阵 尼 也 可 认为 晨 正 定 的 。 勇 外 ， 本 节 将 矩 蚂 的 对 称 性 进 一 
于 扩大 到 考虑 CMI]、[C]、[ 玉 ] 为 埃 尔 米 特 短 阵 。 
慨 定 解 的 形式 为 {60} 二 {4}e”"， 代 和 人 式 (7.27) 得 
(CMJPITLCIP+IKRI{#} = 40} (7.28) 
式 《7.28) 是 认真 考 谍 阻 尼 时 的 向 有 值 问题 方程 式 。 其 对 应 的 固有 方程 式 ， 即 这 《7。28) 具 
有 意 浆 解 的 条 件 为 
detfCAf]D2 十 [CD 十 { 下 一 1 (7.29) 
设 系统 的 自由 庭 为 #， 式 《7,29) 的 布 边 是 了 的 2n 演 武 ， 所 以 可 以 求 出 2 个 根 即 圈 有 从， 间 
有 对 应 这 2n 个 固有 值 可 衫 定 2n 个 线性 独立 的 天 有 矢量 4}。 
一 般 {4} 是 复 矢 量 ， 坟 打 共 因 舌 量 为 {a8}， 对 则 有 值 间 题 方程 态 (7 .28) 前 芒 12}"， 僻 得 


基于 了 的 二 次 方程 式 
Mp:+CPp+ 下 二 0 (a) 


式 中 系数 分 别 为 M 二 {8} "CMI{W}，C = {2} 7 了 CCH}，K 二 {8} "EKY{4}。 罗 为 它们 都 是 埃 
条 米 特 形式 ， 根 据 定理 9 ， 都 是 实数 。 闭 时， 和 矩阵 CMI。fkCJ、f[&] 是 正定 值 ， 所 以 都 是 正 
实数 。 因 此 ， 式 (a ) 是 实 系 数 二 次 方程 式 ， 如 设 
oC {urC {nu} 
M ™ {a}7CMI{u 
,EK {a}CKIf{u} 
M ”TENMJ 


则 式 《a 》 可 写成 Pi+oP+b=0 or>0，b>0 (b) 
另外 ， 一 般 结 构 物 阻尼 力 远 比 刚 度 产 生 的 恢复 访 小 ， 所 以 可 以 认为 有 如 下 东 系 
0<agb Ce) 
求 式 《b ) 的 根 为 
P 一 一 -了 二 二 v 瑟 二 本 (a) 


根据 式 {e ) 的 条 件 ， 上 式 根 号 因为 负 故 ， 所 以 很 明显 式 {d ) 是 实 部 为 人 灸 的 共 思 和 揽 数 。 即 式 
[7.28) 形式 的 固有 值 间 题 方程 式 在 一 般 稍 况 下 省 几 组 共 辊 复数 固有 信 。 同 了 时， 从 式 (7.28) 
13) 在 下 列 文 献 中 , 齐 委 不 反 过 这 种 过 程 例 和 资 接 求 阻 尼 和 矩阵 的 方法 ,高 灯 盒 元 ,内因 一 六. 井上 了 鸡 佑 . 民 农 浩 司 . 宫 下 丘 . 
兰 田 拓 癌 奴 , 楼 筷 移 上 地盘 吕 总 讲 性 六 相 遂 和 去 考虑 (大 地 圳 志和 若 . 席 岛 囊 设 技术 三 究 艰 告 会 纲 文 集 , 明 和 43 年 11 月 。 
武 苹 注 ,内 由 一 六 .井上 雅信 . 崇 国 祛 害 棱 ，BWR 藻 原 邓 力 绚 电 所 四 耐 娄 设计 已 装 计 内 研究 {《 之 中 = )》， 欣 贰 应 敌 解 
析 红 导 如 世 日 本 建筑 学 会 大 会 学 此 辜 党 二 概 集 ( 北 海道 )， 人 昭和 办 年 8 月 ， 
武 芯 消 、 小 困 俊 夫 ， 因 于 炉 施 设 售 耐 从 设 计 [ 呈 谎 用 # 所 工 中 几 各 种 威 天 理论 太 化 较 研 究 ， 日 本 建筑 学 会 论 交 报 洁 


梨 ， 第 255 号 ， 归 和 和 52 年 5 月 。 
14) Enoss,F Ah. Coa-ordinates Which Uncoup!le the Fquations of Motion of Damped Linear Dynamic 


SYRtems, Journal of Applied Mecianics, September 1958, PPE.36L ,SS 
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还 可 以 很 容易 推导 册 与 共 斩 因 有 值 对 应 的 固有 矢量 是 互 为 共 斩 的 复 矢 量 。 
设 第 了 组 固有 值 为 ?一 一 EE 土 放 人 9 ， 与 单质 点 阻 足 系统 时 的 式 〔〈2.40)》 对 比 ， 有 


EO 一 真人 四 人 ， 所 一 国人 ww 1 一 (天 7 2 
这 里 第 7 了 阶 固有 圆 频 率 和 振 型 阻尼 比分 别 为 
OD ED) 和 } (7.30) 


hn Em/ ET TE 
这 里 的 阶 数 了 也 只 只 值 直 的 一 方 数 起 。 
【例题 ?.6] 设 例题 4.1 两 质点 系 中 的 阻尼 系数 为 ci 一 1.0，c; 一 0.6t's/cm， 求 固有 贺 频 
率 矿 振 型 阻尼 比 。 
[ 解 ] 式 〈7.27)》 的 自由 振动 方程 式 为 


[ ooolfa}+t [os 人 [afo 
式 (7,29) 产 有 方程 式 为 


| 一 (0.6P 十 1201) | =。 


一 (0.6D 十 120) 0.050p? 十 1。6P 十 240 | 
即 


或 


(0.05582 十 0。6pb 十 120)(0.050p2 十 1.6p 十 240) 一 (0.6D 十 120y2== 0 


0.00275P 十 0.il8p? 十 19.8p2 十 192。0P 十 14400.0 一 0 (ce) 
上 式 为 四 次 方程 式 ， 注 注意 列 式 中 包含 P 的 奇 捧 项， 因而 不 是 式 《4.8) 那样 只 有 依次 项 的 揽 
二 次 方程 式 。 汇 (ee ) 的 根 为 
pP 一 一 .1450 士 29.0980i 
PD? 一 一 18.3090 十 76.0108i 
因此 根据 式 《〈《?7.30)， 因 有 轴 频 率 肌 振 型 阻尼 比如 下 ; 
gt 一 (31450)2 十 (29.0980)2 一 29.267tadAs 
四 人 一 vv (18.3090) 十 {76.0108)7 ~=78,185rad/s 
hy 一 3.1450729。267 一 0 .107 
有 一 18.3090/28。185=-0。234 
7.5.2 和 福 斯 (Foss) 解 法 … 2 
a .运动 方程 式 的 队 阶 
当 系 统 自 由 度 为 时 , 式 《7,26) 所 示 多 质点 阻尼 系统 的 运动 方程 式 是 个 #4 元 二 阶 联 立 故 
程式 。 众 所 周知 ，51 入 适当 的 辅助 变量 后 ， 任 意 航 的 联 立 机 分 方程 式 可 以 降 为 等 新 的 一 阶 联 
立 微分 方程 式 。 这 里 将 式 (7.26) 中 的 {6} 看 作 畏 助 变量 是 合适 的 '* 。 为 此 ， 先 考虑 如 下 的 
恒等式 : 
一 [五 ] 《站 + KI}={0} (a) 


16) 起 艾 清 、 不 林 人 区 夫 ， 吉 部 别 咸 赛 报 盎 系 D 毛 - 乡 族 了 2 9 > 工法 ,日 本 建筑 学 会 葡文 报告 集 ， 第 204 号 ， 晤 和 如 年 
2 月 。 

18) Frazer,R.A., Duncan, WJ.& Collar, A.R,: Elementary Matrices, Cambridge University Press, 
Londcn.I9486. 下 ,327 
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将 式 (a ) 与 式 《7.26) 结合 在 一 起 ， 用 2n 元 的 矩阵 来 表示 ， 则 成 


EMY 【03013719 LC 【KJ 1 101 {Py} 
[eo) cpl tlery co lio (eo) (7.31) 
将 上 式 展开 很 容易 知道 它 是 与 式 ( a ) 和 式 《7,26) 等 价 的 。 另 外 ， 如 设 
CC) (EK) EM £50) {0} {Pp} 
[ex) 0)]=c [0) ry]=6») 01}=14} 10)}={0) (7.32) 


则 式 (7.31》 可 起 示 成 

CBIH{A} +CAI{A} = {0} (7.33) 
上 式 称 为 n 元 二 阶 详 立 微分 方程 式 《7.26》 的 隆 阶 形式 ， 它 是 变 晤 {4} 的 2n 元 一 阶 联 立 微 分 
方程 式 。[A]) 和 5B) 都 是 对 称 的 实 矩 阵 。 


b .自由 振动 解 
首先 考 蕊 自由 振动 。 投 式 (7.26) 中 的 和 P} 一 10}， 测 式 (7,33) 成 
CBI{A} HCAITA} =—{ 0 (b) 
假定 式 (b ) 的 解 为 14 = fujeit， 伐 人 式 {b ) 得 基于 来 郑 数 和 和 未 居 矢 量 {o+ 的 方程 式 
CAI{o = ACB) {rv {7.34) 


这 就 是 在 现在 情况 下 的 轩 有 侦 癌 题 方程 式 。 
[区 9 是 正则 和 搜 阵 ， 所 以 丰 赣 矩阵 [B] 存在 。 对 式 〈7.34) 前 乘 (B] 就 成 [B] [AI{o 


二 一 Mv}， 根 据 定理 6 ， 有 


TEMY! £0 
£3) -[ 0 egy 
所 以 如 联 7 
[RI=—[B)"CAD ， 
-[ [0 fe (CK) —EMY CCY) EM Ce] 
[0] 一 [KR3 £03 EH £0) 
网 式 《7.34) 的 固有 值 问题 方程 式 可 表示 成 


(RI{0} 一 入 下 {7.35) 


272 次 的 矩阵 [了 及] 是 非 对 称 垂 阵 , 在 实数 范 国内 不 能 象 式 〈6.44) 那 样 对 称 化 。 所 以 , 式 〈7.35) 
是 所 谓 非 对 称 实 矩 阵 的 国有 值 问 题 。 在 7 .3,1 节 中 已 经 说 过 ， 它 给 击 # 组 共 轿 复 周 有 值 积 共 
轿 复 国有 笑 量 。 同 时 ， 和 如果 {0} 一 {4}e*' 则 16} 二 和 tye*'， 信 起 《7.32) 的 第 3 式 可 以 看 出 ， 


转 式 《7.35) 求 出 的 揪 量 芭 j 是 


{HY 
{oo={ (e) 
以 2n 个 国有 矢量 为 列 的 2 次 复数 方 拭 阵 ， 即 
EVI DD uD A Ho to C7.36) 


在 这 里 是 振 型 托 阵 。 以 复 因 有 值 * 为 主 对 角 元 素 的 3m 次 对 角 和 矩阵 好 为 谱 和 矩阵 ， 即 
» 203 。 


A (13 
和 7 

[LAY= 去 6 ” 《7。371) 

ee 

_ 
痢 和 
根据 式 {e )， 振 型 炬 阵 可 表示 成 
LUI-CAY 

c=| jo) (7.38) 


式 中 [vi 是 n 行 34k 到 的 矩阵 
[go 一 [生生 {A {B+ 
这 些 式 子 中 的 入 个， 人， (j= 二 1,2 和 )】 分别 表示 大， ，D 的 共 轿 复数 。 
式 《7.34) 的 解 可 志 用 振 型 矩阵 和 溢 矩 阵 表 示 成 
CANEYI= [BICYITAY (7.39) 
c 。 国 有 矢量 的 正 交 性 
对 复 固 有 和 括 量 ， 也 可 用 与 证 明 实 固有 值 时 的 定 虹 11 完 全 相同 的 方法 来 证 明 其 正 变性 。 即 
由 式 (7,34) 有 
LB = CAI }, MOLBID TO}=—[AI oT} 
将 第 1 式 转 置 再 后 续 {0"*}， 对 第 2 式 前 且 {2'"*}"， 并 注意 [站] 和 [8)] 都 是 对 称 算 了 活 ， 则 得 
A tom} BI = 0 LAI 
A {oTBIG N= AI 
两 式 由 沽 得 (个 一 入 中 (vOCBI{0 一 0 这 为 "一 和 夺 0 ,所 夫 可 得 如 下 正 交 关 
E 
和 TCD] = 0 
{om AN }=0 (C7.40) 
现在 设 知 上 TCR3te De Tc = 则 与 式 (5.56) 的 情况 相间 ， 
镀 有 和 括 量 的 正 交 性 可 以 四 据 垄 扎 阵 丧 示 为 
CVITCBICVI =EkR ‘2 
CVITCAICYVI = YY 
另外 ， 可 以 知道 如 将 CY31+ 前 尼 式 【7.39)1， 则 有 如 下 关系 
Exd=—= —C LAY (7.42) 
d , 暂 态 报 动 方程 式 一 一 对 地 面 运 动 的 反应 
考虑 剪 切 型 a 个 质点 的 阻尼 系统 受 地 面 运动 作用 的 情况 。 设 各 质点 对 地 囊 的 相对 位 移 为 
xz 《一 1)3…)， 地 面 送 动 位 移 为 了 ?了 ， 则 运动 方程 如 式 《6.86) 启示， 即 
EM + CONE} +LEIX} = EMI{ 1} {dy 
与 式 (a ) 相 园 ， 考 虚 如 下 恒等式 
[Kz}+CRII2}=101 4e) 


将 式 { d ) 和 式 ( 6 }) 络 会 在 一 起 ， 可 起 示 成 
9 04 


} =: 


{7 了 41) 


BMY CoA rc) RE] 7 人 让 FM3 {1} 
co cri lex co lw}—— { op } 


{x} 
将 称号 右边 改写 后 ， 上 式 可 写成 
EMY 9]{ 全 be cx) {2 ge cof 


[0] 一 [ 疏 ]4 3 LeKY Codi\{x} 0] {KJ 
利用 式 《7.32》 的 符号 可 表示 成 
CB 证 } 二 [AIXN}=— # CBI{E} (7 .34) 
式 中 
了 二 } {1} 
Wifi} {lo (7.44) 
作 坐 称 变 换 
{ZX} = CVI{g} (7.45) 
并 和 将 式 〈?Y.45) 代入 忒 (7.43》、 刚 得 
CBICVI{ G+ EAICVI{G— — [BIE} 
前 莱 CV1? 后 成 为 
CVITCBICYI{ GEVIT AICVINg} =— # CVITCBIIE} 
几 式 《?.41) 可 得 
Load gr tixnd{a} = — $V BE} (f) 
定义 矢量 {8} 为 
{PB} = 2P4 I VI CBI {BE} {7.46) 


称 读 先 量 的 分 量 为 复 贿 与 系数 。 在 后 面 将 会 知道 ， 等 号 右边 的 系数 2 只 是 为 了 恒 于 次 未 才 加 
土 的 。 利 用 这 种 复 参 与 系数 ， 式 {f ) 可 表示 成 


Et } 十 Ex 个 一 一 人 -Ke3fp} 9 (8) 
由 式 《7.42)》 可 得 如 下 关系 ，EhJ 企 x3 一 一 EAJ。 所 以 对 式 ( 8 ) 前 莱 B4 :可 得 


14}—EANg} =——— {8} 9 (7.47) 


庶 人 矩阵 EA 是 对 角 秆 阵 ， 所 以 式 《7.47》 可 分 解 为 解 精 振 型 的 2n 个 独立 方程 式 。 

式 《7.37》 所 示 E .AY 的 主 对 角 元 素 是 交替 排列 的 互 为 共 轿 的 复 因 有 值 。 沿 时 ， 振 型 矩阵 
CF) 的 组 成 如 式 《7.36) 所 示 。 所 以 ， 很 容易 看 出 ， 和 矩阵 Fh 也 是 交替 排列 着 共 固 复数 的 对 角 
第 阵 。 因 此 ， 很 容易 理解 复 参 与 系数 的 组 成 如 下 ， 

8 1 


"Aa tiy 
fs : 
8B {my 
BB 
所 以 ， 将 式 《7.47) 按 振 型 分 解 就 可 写成 
全 206 » 


1 
(go £1Y 
在 好 2 有 晴 专 
〗 一 1 2 时 


FN 2 BB 地 


另外 ， 设 qg 中叶 一人 7g 中， 0 一 一 -所 0 0， 则 甘于 振 型 基本 解 44? ，98? 的 方程 
式 可 表示 成 


a ce # 


_ i =1l,2"" 站 (7.48) 
站 区 7 一 从 Cy #0 = 本 


e .解码 方程 式 的 解 

进 系 统 从 初 妈 位 移 为 0 的 表册 状态 开始 运动 ， 对 式 《7 .48) 作 拉 普 接 斯 变换 。 如 ?和 
上 的 拉 莹 拉 斯 变 措 汶 g6 eofpP)，， 玫 日 芝 (pD)， 则 由 式 《〈3.61)7 有 昌 o 电 POQo(P)。 所 以 ， 
式 《7.48)》 的 第 1 个 式 子 变 成 p90(tP) 一 入 个 80D) 二 一 半 (p)， 可 以 写成 

___F(p) 
Qo p) 一 DA (th) 

由 式 (3.48)，e* 1 TABP 一 六) 所以， 对 式 ( hh ) 作 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 根据 式 (3,67) 
恒 可 得 出 解 为 


+ [| 


qn =— foe 2 (rar (7 .49) 
同样 ， 由 式 《7 .48) 的 第 2 式 可 得 
#0 = 一 全 所 人 # {tydr 《 工 ) 


比较 式 (7.49) 和 式 ( 让 可知， 国 为 #0) 是 实 范 数 ， 所 以 95 人 ?和 9d? 有 共 固 美 系 。 
式 《7.45) 可 表示 成 


n n 
Ki= 1 vn gD Ng ) 一 SY (BPor gD BD DD ge ) 


i=1 l=1 
1 
-一 [时 时] U1 长 本 了 十 CI O12 [FF 
oa Ha) 


ni 
= 一 > RB vg ) i 一 上 22 下 
i=! 


对 于 复 革 有 信 问 题 ， 将 这 种 互 为 牙 固 其 系 的 两 项 之 和 称 为 振 型 【 振 型 航 数 为 一 1,2… mn) 还 
是 比较 合适 的 。 上 三 式 子 中 的 8 "v4? 就 是 省 振 型 的 复 参 与 系数 。 注 意 到 矢量 {X} 的 组 成 如 
式 (7.44) 所 示 ， 各 质点 的 速度 和 位 移 就 可 由 下 式 给 出 


内 
{2}=— 5 [8 oo eto g(r) adr] 
和 _ {7.50) 
t=— 5 {Bs 0 el, § (rar 


j=) 
式 中 和 D417: 分 别 表 了 示 CVYI 的 上 半 部 分 元 素 科 下 半 部 分 元 素 。 同 时 ， 由 式 (d)， 和 者 质点 的 元 
* R06 4 


对 加 速度 可 表示 成 

{+ {= EM (CC tt} + EI {x}) (7.51) 
另外 ， 由 式 〈7.41) 第 1 个 式 子 有 [ad-'CY3FCBJC7 一 [下 ， 所 以 有 和 如 下 关系 ,Ed -CTCB] 
一 [V7!。 因 此， 将 [V3 前 乘 式 《7.46) 后， 就 可 知道 复 参与 系数 {8} 具有 性质 ， 


-去 -CY]{B 一 证 }， 印 
(LVI{B}) 一 { (7.52) 
这 个 性 质 与 实 加 有 值 问题 中 的 定 更 13 是 相对 应 的 。 
式 《7.50》 中 的 积分 是 函数 (和 二 e414 中 人 名 Ch] 之 0) 和 六 (个 一介 在 时 域 中 的 初 
积 ， 对 其 作 富 里 误 变 换 后 ， 可 以 如 式 〔〈s3 ,129》 所 示 岂 关 域 内 的 两 个 消 数 的 富里 实 变 换 之 积 
来 表示 。 所 以 ， 在 实际 计算 时 ,人 先 计 算 时 间 锐 数 1.(?) ,然后 用 快速 窒 里 启 变 换 半 对 f,(?) 和 f(t) 
必定 里 襄 变 模 并 求 出 其 习 积 ， 再 对 它 作 窗 里 衣 逆 变换 求 出 式 《7 ,50) 的 积分 值 ， 即 式 (7.49) 
所 示 的 振 型 基本 解 。 这 样 做 计算 速度 足 很 快 的 。 
7.5.8 振 型 的 特性 
式 《7.26)》 所 未 的 有 阻尼 多 质点 系 运 动 方程 式 为 
EM3H6 + CC) {0} 十 [于 1 时 一 1P)} (ay) 
如 6.4 节 所 述 ， 它 的 解 属 于 实 对 称 算 阵 的 固有 值 问 题 ， 所 以 求 得 的 振 辟 矩阵 [也 是 实 诱 阵 。 
作 变 量变 换 . | 
{6} 一 [9 | {b} 
如 由 全 等 变换 CCJT7CCICU] 使 了 下 矩阵 [C] 允 角 化 ， 则 如 式 《【6.89) 那样 式 《a ) 可 以 精确 分 
和 解 忒 各 个 振 型 的 独立 方程 式 . 


rt 十 2 《7 了 4 -+ {mm )2 ‘1 二 PP co AM 中 {e)》 
求 出 式 〔e ) 的 解 后 ， 系 统 的 任意 报 型 就 可 由 式 《b ) 确定 如 下 ， 
{6 0 (qd) 


式 (d 》 中 表示 省 阶 振 型 的 舌 量 tu"”} 是 实 笑 量 ， 所 以 ， 任 何 质 点 之 则 都 没有 振动 相位 差 。 
即 如 图 4.2 节 所 示 的 例子 那样 ， 对 各 阶 振 型 的 振动 ， 所 有 质点 均 辕 时 达到 地 大 位 移 点 ， 同 时 
通过 中 心 办 。?.。? 已 说 过 ， 呈 现 这 种 运动 方式 时 ，、 称 系统 具有 经 典 的 正则 振 型 。 

杞 此 由 摊 ， 当 由 [UTCCI5U3 得 到 的 对 角 先 阵 不 满足 正 交 条 件 时 , 几 实 矩阵 CO] 作 式 (b ) 
的 变换 后 ， 就 不 可 能 将 运动 方程 式 ( a ) 分 解 成 如 式 《56 ) 那样 各 阶 振 型 互相 独立 的 解 确 方程 
式 。 

担 如 前 节 中 所 述 ， 即 使 在 这 种 情况 下 ， 也 可 以 通过 解 式 〈?7.35) 所 示 的 非 对 称 实 矩 阵 的 
固有 有情 问 题 求 出 国有 儿 量 {o}， 再 如 式 〈7.45) 那样 作 变 基 变换 

4 一 [YL Ce) 

从 而 精确 地 分 解 成 关于 9 ”独立 的 运动 方程 式 。 

这 时 表 永 各 阶 振 型 的 振 弄 和泉 量 {2 上 不 同 于 式 (d) 中 的 妇 宁 ,而 是 复 锋 量 。 扩 以 ,即使 是 
出. 一 插 型 ,各 质点 位 移 之 间 也 有 相位 盖 。 也 就 是 说 ， 如 设 舌 量 和 中} 中 与 质点 7 和 质点 8 村 局 
的 位 移 分 量 为 pg ，ae ， 拒 它们 而 在 剧 7 .8 玄 ' 阿 甘 桂 图 上 ,周末 以 看 出 :两 个 复数 的 息 角 差 
上 二 0, 一 9, 就 是 两 质点 间 的 相位 次 ,这 黄 个 质点 钠 振 动 不 仅 振幅 不 同 , 相 位 也 不 隔 。 这 和 肝 阁 把 

* 2 


两 个 质点 的 运动 ， 象 简单 的 两 质点 系 情况 那样 画 出 如 图 7 .9 那样 的 图 形 ， 就 不 再 是 所 有 质 点 
同时 迷 到 最 大 位 称 点 和 间 时 通过 中 心 轴 位 置 了 。 这 与 图 4,2 的 情况 有 本 质 的 差别 ， 应 理解 为 
系统 不 县 有 经 典 的 正则 振 型 。 


图 ?7.8 两 质点 间 的 相位 盖 
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区 7.8 有 阻尼 系统 的 报 型 
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人 和 


第 八 章 ”数值 计算 和 实验 分 析 


8.1 计算 程序 


下 而 列举 一 些 计 算 机 用 的 程序 ， 其 中 有 些 是 分 析 本 书 中 所 处 理 的 实际 问题 时 进行 数值 计 
算 所 必须 用 到 的 ， 另 一 些 能 使 计算 更 为 方便 。 


矩阵 计算 
拓 隆 和 莱 积 PROM 
全 等 变 虐 CONG 
{ 诈 算 阵 》 MINVY 
多 质点 系 振 型 特性 。 MOCH 
《 实 向 有 值 问题 ) EIGR 
《 复 居 调 值 问题 ) 51GC 
时 程 分 析 
地 面 运 动 加 速度 积分 /TA4C 
单质 点 系统 反应 SDOF 
反应 诺 REST 
多 贰 点 系统 的 反应 。 MDOF 
频率 分 析 
快速 富里 京 变换 F4ST 
频率 响应 铺 数 ERES 
(富里 衰 说) SrA 


本 章 介 绍 这 些 数 值 许 算 的 算法 ， 并 分 别 列 出 其 程序 表 。 考 叫 到 输入 、 输 出 形式 办 计算 机 
类 型 而 异 ， 特 别 是 作 图 方法 随机 器 类 型 不 同 耐 有 很 大 的 差别 ， 这 里 思量 列举 与 这 些 方面 及 计 
算 机 容量 无 关 的 一 般 性 子 程序 。 上 坏 面 的 英文 是 各 子 程 序 的 调用 和 名， 程序 是 用 FORTRAN (版 
本 ，7000) 写 的 ， 入 在 易 猎 ， 凡 乎 没有 过 行 划 省 机 册 的 优化 处 理 。 

上面 带 括 弧 的 程序 ， 妈 逆 短 际 、 实 固有 慎 衣 问题 、 复 凡 有 值 问 题 的 算计 在 本 书 中 没有 讲 
述 。 有 关内 容 读 者 可 以 从 不 同 计 算 机 各 自 徊 有 的 子 程序 库 里 找到 ,这 里 就 省 赂 了 了 。 关 于 计算 窜 
里 衰 谱 的 程序 ,必要 肝癌 以 画 考 作 考 的 男 一 车 作 … 刊 载 的 通用 程序 . 它 启 时 还 可 以 计算 功率 计 
及 自 相 关 消 数 ， 这 里 也 省 暗 不 讲 了 。 解 复 特 征 值 间 题 的 程序 BIGC 在 运用 7,3.2 节 的 初 斯 解 蔷 
时 要 用 到 ， 但 这 个 解 在 只 在 理论 上 有 意义 ， 实 际 上 儿 平 不 用 , 克 本 书 宙 有 介绍 BIGC 的 月 例 。 

在 以 下 程序 中 ， 变 垦 类 型 I，R，C 的 舍 久 是 

I ， 冲 精 诬 回 歼 

“17) 夫 晴 其 享 ， 地 镶 动 轨 坟 下》 上 儿 解 析 入 门 ， 谭 岛 出 版 会 ，197e 年 7 了 月， 中 圩 率 ， 如 敏 中 ， 澳 礼 宇 译 ， 地 震动 庶 入 
煌 入 门 ， 地 导出 版 社 ，1930 年 。 
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及 :， 单 精度 实数 

C， 章 精度 复数 

本 谷 给 出 的 例题 中 ， 多 数 要 给 定 地 面 运 动 加 速度 时 程 ， 时 程 可 以 通过 数据 文件 输入 ， 数 
据 文 件 移 内 容 按 下 列 顺 序 排 列 ， 

第 1 行 ， 地 震动 名称 《A48) 

第 2 行 ， 量 大 加 速度 (Fi2.0) 单位 ，cmys: 

第 3 行 : 数据 的 时 间 间 也 (F7.0)》 单位，s 

第 4 行 ， 数据 总 数 《I5) 

第 5 行 ， 数 据 格式 (A20) 

第 8 行 以 后 为 如 速度 时 程 数据 ， 单 位 ，cmyAsz。 


8.2 和 气 阵 算法 
8.2.1 矩阵 的 积 
本 程序 PROM (Product of Matrices) 用 于 计算 企 意 方 阵 [4)] 与 相 匹 配 的 任 间 让 阵 
{] 的 乘积 [1C ]。 
即 
Er Er CIN tit Ti 四 EL Br Pis 人 br, 
Ca Ca oo Ewe | las a ”ae Ba brs » brs 
CAL CT CNANS NWA GMA ”Away baat Ba bum 


前 乘 皇 阵 (4 只 限于 方 阵 ， 因 为 本 书 实用 算 例 中 都 是 方 阵 。 计 算 方 法 如 式 〈5.9)， 即 


Na 
Cr 一 全 gspwy 
ewe 1 
注意 在 调用 它 的 主 程序 中 ， 数 组 说 明 语 名 DIMENSION 中 要 说 明 [4 )] 的 列 《 行 ) 数 要 与 
CB 及 CC) 的 行 数 相 等 ， 且 CB 与 CC ] 的 大 小 相同 ， 否 则 索 音 使 用 ， 即 在 程序 中 定义 数组 时 
要 使 [ A232、 [BJ 与 [C2 匹配 。 
当 后 乘 柴 阵 [ 了 3] 一 一 因 和 积 CC 一 一 都 是 笑 量 ， 在 程序 中 定义 为 一 维 数 组 情 祝 下 ， 调 用 
时 只 要 令 NE=ND2 二 1 。 用 例 见 俩 题 8。2。 


PROM ( 炬 阵 册 积 } 
目的 | 
计算 给 定 的 方 阵 5 AJ 和 相 匹 配 的 矩阵 [CB] 之 积 CC j= 二 [CA JCB 3。 
使 下 方法 
(1 ) 连接 方法 


+ 210 。 


CALL PRON (A,B,C,NA,NB,NID,N2D) 


变 县 | 关 ”型 调用 子 程序 时 的 内 容 。 “| ”从 子 程序 返回 时 的 内 容 
RR 
< 二 维 数组 IND1,ND1) | 前 到 方 降 [ 上 4 不 变 
3 二 维 数组 (ND1 ND?) | 后 乘 矩阵 [如 | 不 变 
5 | 二 给 数 组 (ND; ,ND2) | 不 必 蜂 值 | 积 (5C] 
NA I | {A.CBI.CC ) 的 行 数 | 不 变 
NB I | 081.CC ;的 列 数 不 变 
主 程序 中 故 阵 [ 丰 } 的 维 数 及 
ND! | I | i BJC ) 行 方向 的 维 数 | 不 亦 


NDa 1 | 本 中 2、 Co 不 实 


(2) 必要 的 子 程 序 及 函数 子 程序 


各 二 和 时 本 站 人 为 责 机 本 调 帮 和 宇 二 考生 十 和 PROM + 
它 SUSROUTINE FOR PRODUCT OF MATRICES : PROM 2Z 
环 和 只 和 潮 由 由 二 上 洁 信 贡生 为 证 卫 间 着 黄 是 十 商 上 FROM EE 
已 PROM 
CC CoPED BE ¥.O0HSAFI PROM 芋 
[a PROM 省 
上 PURPDE “ PROM ¥ 
妮 TO CAMPUTE PRODUCT CoNr*p WHELIRE A MND B 及 RE SHOUARE MATRIX AND PROM 让 
袜 BMY CONPORNABLE MATRIN, RESPFCTIVELY PROM 9 
心 PROM 158 
[oo 站 ENG 及 1 FROM 工 工 
CD PROMIA, B,C HA MENDIND27 , PRAM 12 
全 ! PROM 13 
DESCRIPTION OF PARAMMETERS PROM 14 
如 DID13 一 PREMULTIPLYING SOUARE MATRIY ，FROM 15 
如 BNDI ,ND2Y 一 POSTMULTIPLYING MATRIX FROM 了 
他 ”CULNHD1 NDZ2} ~ PRODUCT KF pROM 17 
全 HA. 一 TOTAL NUMBER OF ROWS TIN MATRICES Nh, ce TROM 18 
全 NE | ™ TOTAL NUMBER OF COLUMNS IN MATRICFS BO™ FROM 13 
全 nD ' = DIMENSTIOMN OF SOUARE MATRIX A AND ROW-WISE PROM 2 
心 ; DIMENSTON OF ,8 IN CALLING PROGRRM PROM 21 
已 1 Dz ~ COLUMN-WISE DINMENSION OF BIC IN CALLING PROGEANM PROM 22 
了 PRO 于 23 
避 BUENOUTINES RND FUNCTION SUBPROGRAMS REovIRED. PROM 24 
必 FROM 25 
Ea PROM 26 
EUBROUTINE PREOMCA,S,C, MANB,NDL .NDZY , PROM 27 
必 | PROM 28 
DIMENSTON Nt NDL HNL) ,Bl NDI HD2] ,CI HDI Rb2) 了 PROM 之 闪 
Le - ， ' PROM 3 
， DO 13F 工 s1 ,村 及 ROM 31 
DO 1258 T=1,HB PROM 32 
Sr PROM 33 

DO 118 Ke1,HA PROM 24 
。 Sr3+t TRITBKNTY PROM 35 
41g COMNTINUE EROM 3E 
Cf = 六 - FROM 37 

128 CONTINUE PROM 3 
3 CONTINUD 四 人 OK 3 鱼 
RETYRN ， 下 ROOM 4 部 
EBD 2 FROoM 41 
i 

【例题 8.1】 编 出 式 5.12) 所 示 醋 阵 积 的 主 程序 。 ， 


[ 解 〗 程序 如 下 ， 计 算 结 果 存 在 数组 C 中 : 
* 211 。 


DERSTON a3 3 B33) CS 3 
A 和 BaerderBe rb rs. 


STOP 
FuD 


人: poerlei2. 


CALL PROMLAE/C313.313} 


Lee 


【 例 是 8.2J 编 出 式 《6.13) 所 示 算 了 和 和 拓 曼 乘积 的 主 积 序 。 
【和解 程序 如 下 ， 结果 存在 一 维 数 组 C 中 ， 


END 


8.2.2 全 棕 变 换 


DIMENSION S33, Bt 3 ,C1 31 
Da 了 


TELL PROMRDFC TTTr1} 
二 TOP 


p33, rd Bld lf 


坟 证 证 


本 程序 CONG (Congruence Transform)H' 于 计算 以 任意 方 阵 { B 对 任意 对 称 红 隆 E A 7】 
的 全 等 变换 [CI 一 [ BIT"[4 辽 BY。 方 洁 为 引 阵 的 转 笑 与 相 纺 。 如 让 《5.27) 所 示 ， 利 出 
[CJ 的 对 称 性 实际 上 只 计算 tC 的 上 三 儿 部 分 。 


髓 的 


CONG (全 莫 变 换 ) 


计算 以 (正方) 变换 矩阵 [8 ] 对 某 对 称 算 岂 [4 I 的 多 等 变换 [CI 二 [BJT[A YB ]。 
使 用 方法 

(1) 连接 方法 

CALL CONG{(N ,A,B,C,ND) 


TA 
| 方 际 ( 及). 是 3.1 C 3 的 维 数 | 不 变 
有 RN | 定 交 允 各 把 工 CA | 不 奖 
入 一 维 教 组 (ND,ND) | mt | | 于 守 | 
© | 二 维 数 组 CND,ND， | 不 必 有 院 值 全 等 克 换 拓 阵 [C 
1 | 玉 让 


(2 ) 必 惨 的 于 程序 及 函数 于 程序 


人 丰 商 衣 众生 写作 人 BE 和 
切 TROUTIHE 主 习 帮 SONGRUENCE TRANSEFCRE ， ONG 之 
全 全 森 是 去 耻 商 宗 并 二 所 
安 白 ME 时 
Cc ECOLDED BY YUHSAKI. CONG 5 
伺 . CONG 可 
CC FURPOSE COMG 7 
他 TO COMPUTE CONCRUENCE THISMSPORM 这“ 也 4 及 也 OF SLUMETRIG MATEEX 让 CONG 8 
WHERE 五 + IS TRAMNSPOISE OE SQNUARE MATRIN B . 全 负 区 
二 ” OMG 1 六 
Le DIAGE CONG. 11 
CALE COMGIE,K,B,C ED 心 人 MG 了 全 
Le | 
尼 ESCNIPSICY OF PARAMEYTERS 虹口 末 GG 工本 ， 
它 I 一 TOTEL MUMAER OF ROWS OR DOLUMMS IW MATRICES BBC CONG 15 ， 
安 IRDNDY 一 ORTGINADL MATRIX 民品 归结 1 总 
它 PUIND,NDY 一 TRAMSFORK MATRIX A 工 了 
她 站 [人生 小林 六 3 一 RESULTANT MATRILC 之 NG 工 距 
] Hn = PIMENSEON OF BB TH ChLLINS 了 有 DRRIE CORG 39 
虹 - 它 吕 SG 安吉 
在 SUBROUTTINES AND FUNCTIDYN SUBPROGRAMS REANUIRED 尼 口 JB 安 于 
必 HDNE DING 交 交 
bE CONG 23 
SUEEOUTLINE CONGtH ,LB, CS, _ 蝶 避 GG 了 莹 本 
中 DH 全 号 
DINENSTON Al HD AP} Pa ND Ct HD NG} CONHG 25E 
已 - CONG 27 
出 白 T3458 工 < 工 ,天 CDONG 了 各 
Do i138 HS=17.N 人 ONG 29 
B= CoOmS 了 区 
Do lr8 式 二 ,和 fDNG 31 
S= 寻 全 2 
DH 119 也 = 于 ' CONG 33 
B=S+B[ TT 尺 吕 HD 3 和 


1198 CMANTINTS 
| CONG 3 


128 CTHTTLITEE CMS 37 
了) = 有 全 人 CORG 3 家 
CUFT)=55 CONG 3 铺 

3 COUTINUE CONG < 训 

L488 CONTINUE CONG 41 
RETURNH CDMG {2 
END IGMNG 43 


地 例题 8.33 编 出 求 5 阶 对 称 矩 阵 54] 与 5 阶 方 阵 f ID 的 全 等 变换 [DIDITC4XTC 1 的 主 程 


50f FORMATIC6Fi0.DD) 
END 
B.2.3 多 质点 系 的 振 型 特性 
给 定 多 质点 系 质 量 答 革 i 村 3 及 刚度 第 阵 [ 牙 】《 均 为 正定 实 对 称 和 矩阵 )， 可 出 加 有 值 方程 
CEMuUy=MMMAE 
求 国有 值 和 及 固有 矢量 {1u+。、 是 正 实数 ，{z + 是 实数 估量 。 多 质点 系 自 由 诬 为 站 时 ， 固有 


值 按 天 小 排列 和 如下: 


序 。 

[ 解 】 程序 如 下 ， 结 果 放 在 数组 C 中 。 为 使 程序 使 用 到 60 阶 矩阵 ， 数 组 开 者 足够 天 。 

DIMENSION A(60.60),U(50,60),,C(80, 80) 1 

DATA N/s/ 2 

CC 、 3 

READ{S,SO(CAUH, TD. I=!,N) IT,N). CU DT, N) ,l=1,N) 4 

CALL CONG(N,A, U,C,60) 6 

STOP 6 

已 时 

8 

和 S 


*» 213 。 


DD ND < 
上 耐 款 有 对 应 的 振 型 阶 次 。 在 振 型 第 隆 中 ， 把 一 阶 到 n 阶 徇 有 值 所 对 应 的 固有 矢量 排列 在 
第 1 到 第 列 上 。 
下 5 剑 《32 Pe 杯 a) 
[了 3 一 wh i 呈 1) (a) 
于 《人 Ww 2? ae 
各 阶 迫 型 移 固 有 贺 频 率 @。 “* 、 轩 有 频率 v 2” -固有 周期 了 《一 1，2 9) 分 别 为 
on 一 via radys ) 
Vo Nr Hz 
TDify nD S 
各 阶 所 型 参与 系数 8"” 由 矢量 
{B}=(CUITEMIUI CUITM YI 
的 第 ! 列 第 于 个 分 量 给 出 。 
固有 和 拓 量 的 模 未 确定 ， 因 而 各 分 量 的 值 不 确定 ， 将 式 ( a ) 矩 阵 的 第 1 列 到 第 下列 分 别 与 
对 应 的 各 阶 参 与 系数 相 乘 ， 振 型 年 阵 形 如 


Bw 1 BD wm ‘2 a Bw 
2 2 

[EU 一 “ 。 (by》 
Bo Bw 下 Bw 


BD BRD ow Bw 
种 列 为 参与 尔 数 矢 监 ， 这 样 表 示 较 方便 。 

下 面 的 程序 MOCH (Model Characteristics of Multi-Degrec—of—Frcedom System) 
计算 给 定 质量 与 刚度 矩阵 的 无 阻尼 多 质点 系统 的 振动 特性 , 即 各 阶 固 有 圆 频 率 及 振 型 矩阵 。 求 
出 的 振 型 拖 阵 形 如 式 (b )。 程 序 中 调用 的 子 程序 BIGR(Eigen Values-Real) 具有 EIGR(N， 
4， 卫 EIG,D,ND) 形式 ， 是 解 C[AIfu} 二 XL BI{w} 形 固有 值 问题 的 库 子 程序 , 送 入 两 个 
次 的 实 对 称 上 矩阵 4 (PND) 及 了 (DTD,ND) 并 调用 后 ， 固 有 值 存 人 数 组 BIG(ND) 中 ， 对 应 
的 国有 矢量 存 人 形 如 式 (a ) 的 数组 U(ND,ND) 中 返回 主 程 座 。 

要 注意， 有 的 库 子 程序 固有 值 排列 顺 库 不 定 。 考 虚 到 这 种 情况 ， 下 面 的 程序 中 对 固有 
圆 频率 和 振 型 失 阵 的 各 列 作 了 交换 ， 使 国有 陪 频 率 按 数值 由 小 到 大 排列 ， 钻 有 矢量 也 与 之 对 
应 排列 。 由 子 程序 BIGR 返 加 时 ， 固 有 矢量 的 模 对 车 果 没 有 影响 。 解 固有 值 问题 的 子 程序 中 ， 
调用 时 送信 和 从 隆 [A )、【B) 在 运 回 时 常 被 破 雨 ， 央 此 本 程序 在 调 开 EIGK 之 前 将 质量 矩阵 
EM 与 刚度 些 阵 [ 民 3 预 先 存放 在 另外 的 工作 区 域 。 

另外 参与 系数 {18} 的 数值 四 国有 矢量 的 槛 而 异 ， 但 它 的 绝对 值 天 小 没有 意义 ， 均 本 程序 
表面 上 计算 它 ， 但 并 不 作为 虚 变 量 返 回 主 程序 。 

MOCH “(多 质点 系统 拔 振 特性 ) 
目的 

计算 给 定 质量 及 刚度 第 阵 的 无 隆 尼 多 质点 系统 的 固有 间 频 率 及 振 型 年 阵 。 

使 用 方法 


nl 


( 1 》 连接 方法 
CALL MOCHI(N ,EN,EK,W,U,A,B,ND) 


地 _ 至 闫 型 油 用 子 程 产 时 的 内 答 及 了 程序 返回 时 的 内 容 
和 | 
I | 自 直 度数 目 不 要 
_ - | 有 
EM | 二 维 数 数 (ND,ND) | 质量 矩阵 林 变 
了 及 
EE 二 维 数组 {ND,ND) | 则 许 撼 阵 不 点 


二 一 :一 一 一 一 一 一 
WW ] 一 维 数 组 LND)》 | 不 必 赋 乙 


加 有 加 频 汪 (单位 ，rad/5) 


R 


Uy | 二 维 数组 ND, ND， | 不 必 芭 人 振 型 乱 阵 
4 | 二 维 数 组 (ND， ND) | 不 必 距 什 (工作 区 域 ) 
3” | 二 六 小 组 (ND， Np; | 不 必 赋 人 (工作 区 域 ) 


(2 》 注 意 事项 
振 型 算 阵 [U1 各 列 是 用 第 1 到 第 4 挤 参 与 男 数 矢 昌 表示 的 。 
(3 ) 必要 的 子 程序 及 国 数 子 程序 


程序 表 


EIGR: 


从 人 


hE 
亚 CALL HOCHI HEM ER WTA DB, MND] 


FTION PE PARAMETERS 
DESCRT n NUMBER OF DEGRrS OF FREEDOM 
Br gp ,mp} - MRSS MATEIX hy 
站 - . 
ED DY DY CIROULAR FREOUENCIES 1NH RAD/SEC 


Ut WD ,FD = MODAL MATRIX 
RIND ND}Y - WORKING 只 ER 


| 


了 ND, NDY WORKINHG ARER 
MD DIMENSION OF EM ER WTA 站 FH CALLTNG PROGRAM 
REMARKS 


MODRL MATATIXN TU TS SO FFPRESSED THAT FACE COLVHY REPRES PHYS 
PARTICIPATIONHN YECTOR FOR ERACH MODE = 


SVBROUTINES AND FUNCTICON SUAPROGRANS FEAUIRED 
下 于 如 民 


SUBROUTINE MOCH( HR,EM.,EKWU,A,BP.ND) 


DINENAION EM ND ND) ,EK ROGNDY 1 WENDY UC HD (HD) 1At HD 1 HD? Bt MD, DY 


| 主 程 序 中 EM,BK,EM,W， 
I UU 有 ,8 的 维 沼 下 变 


[es 
FF 
[| 


$s 

有 
i 
妆 MPP 机 4 


OCT 15 


芭 扬 了 了 2 工 = 工 , 先 
DO 41 FTL 
中 工 , 可 =FICTI JI 
总 [了 ,可 nmEIi 开 ， 可 3 
Tm CONTINUS 
RTIMIE 
CALE FISRUN,AB Wd. HD’ 
LD i490 可 = 了 了, 坪 
FI}=SQRT 网 (可 3 
RL}=PLOATLT}+T,L 
Lm 13g I=1:N 
ELI,Jl}=aUt I 
138 CONTINMUE 
工业 下 CONTINOE 
Nl=H-1 
TO IEE K=l .NL 
好 其 = 对 -其 _ 
nO 158 可 = 工 ,区 区 
LTPLHET) .LT WTFLYY 克昌 下 站 5 
TERMPoWt 了 
WT 
WT EM 
” TEMP-Ar ,1) 
TlTI-ALl1 ,JI+L) 
Mt 1 .T+11=TEMD 
i158 CONTINUS 
i168 CONTINDE 
Lo i186 J=1:N 
Ti=IPIX(AtL, 了 13 ， 
OO TH 半 > 工 , 球 
T= -BCI 


"478 CoNTINUE 


【例题 8.4] 


【 解 ] 


如 式 {4.9) 所 示 的 面 有 圆 频 率 的 计算 结存 人 数组 全 中 ， 


188 CONTINMUE 
DO 22 J=l,H 
UTHU= 
UTHL= 和 5. 闻 
D9 O08 FE=1,N 
be 
To 15g Le21,K 
DP OTH+ULL ,TEM T, 和 
5 ONTINUS 
UTHUO=UTHV+UTHA UK 
TTMI -=UTME+UTH 
2BF CONTINUE 
BETh=UTHY /UTHY 
To 218 I=1,H 
Te ITT}, 
I CONTINUD 
之 3 ONTINUD 
RETURN 
END 


程序 如下， 


DINENSTON EMI2,2), EX 2,2) ,W270 2.2] ,ht 2,2) B22) 
Dn EM/I BSS B, 08S, CE He ti "129, 8 


LET MOCH: 2 rENM EF, WDUBaB2) 
ETOP 
END 


的 计算 结果 存 人 数组 已 中 。 


【例题 3.53 


编 出 求 例题 4.! 中 酚 质 点 系统 的 面 有 闸 壬 素 及 参与 函数 的 主 程序 。 


We, 


入 本 二 村 辽 机 


式 《6.52) 所 示 的 参与 庆 数 


给 出 筋 切 型 五 质点 系 的 质 重 先 洗 及 刚度 和 矩阵， 数据 〈 也 数据 文 件 ) 按 行 输 


入， 编 出 求 图 在 图 疾 率 、 参 与 函数 、 正 则 质 景 及 正则 弹簧 常数 的 主 程序 。 


[和解] 
£218 « 


程序 如下， 


DIMEHSION FM 6B .5HEEt 9,56} ,Wt BOY Ut BE, G0 ,hr EF, BBY ,Bt BS, ERI, 
主 BT #8 08) rEEUt FE, EO) 
Ee ) ; 


和 2 
所 
PARTA ! ; : 
< READ{ S; SH1Y LCM TT Tl) Tl HC ERE TY) 1 NM] eT ,NY s 
CRhLE MICECLH: EM EE WTA BE 了 
| EM a} 了 
CATL GONG EK | 8 
STOE 2 
° . 2 
BH FORMATL SFIS.Y} 2 
- 


计算 等 到 的 加 有 圆 频率 存 人 数组 入 ， 参 与 函数 存 人 数组 局 ， 正 则 质 景 及 正则 弹簧 常数 分 
别 存 入 数组 EMJ 及 EKIJ 的 主 对 角 线 十 。 假 定 输 入 值 如 式 (6.52) 及 〔6.533 所 未 ， 可 得 到 表 
6.1 所 示 的 固有 图 频率 及 图 6.13 所 示 的 参与 国 数 。 只 是 正 昭 质量 及 正则 弱 短 常数 是 由 式 (6.67) 
的 固有 矢量 计算 的 ， 与 式 《6.55) 的 固有 矢量 模 不 同 ,注意 其 值 与 用 式 (6.78) 算得 的 不 同 。 
这 里 MM'? 及 K 中 的 值 如 下 ， 及 入 /JM CD 的 值 未 变 。 


脐 数 j Ad 下 (有 KO/MCO) 
1 0.20II71 63.1333 313.8 
2 0.027255 61.3490 2251 
3 0.007926 = #44.8722 5661 
4 0.002609 25.5333 9786 
5 0.001037 15.1149 14576 


【例题 8.6] 编 出 求解 说 题 6.14 的 主 程序 。 根 定 所 青 折 璇 的 阻尼 比 均 流 5 骂 ， 编写 坦 对 奈 
统 地 面 运动 加 速度 反应 的 主 积 序 。 

( 解 ] 将 质量 怎 降 、 刚 度 矩 阵 的 元 素 按 上 3， EJ/H2Y,CK**I， CK2JHI,CK*JHY ,CE 
HH 其 序 输 入 ， 和 程序 如 下 。 程 序 中 调用 的 子 程序 MINYV (Matrix Inversion) 大 求 道 矩阵 的 
子 程序 。 其 形式 为 MINY (NA ,ND)， 其 中 4(ND,ND) 是 站 X 区 殉 拓 阵 的 二 维 数 组 ， 计 
算 后 其 逆 和 矩阵 仍 帮 回 在 CA&) 中 。 


DINENSTON BRC1H,1S) ,EE LF, i) ,TLGY ,MT LH, ey :1M L819} ,Bt 18,107 ， 入 

加 各 本 ,EERSt 六; 天) ,EXRSRt SS, 5) ERSSU S51 FRI(S, EF} 2 

2 TL SY 1 5, Sy hls, Elt 55) 3 

， Th rr 站 

- 号 

NEADI $591) CUBARRG TIT Tel, 5) ,ial, 5}, tt EI rr Tv, 10) Te8,18y, 后 

EEt IT, 村 Ye S(t BERSCI,T} TI-1, 5》 Zl ] = 7 

如 [CRISRY IHTY Fol S) Tl1 S(t EKSB TI, =, By, 1 时 

[oo - 2 

全 PODAL CHARACTERISTICY bj 

[ ， 涯 五 

PD 1 Iv1, $5 四 3 

Po 118 了 = 并 和 了 和 

: WN TI = EMRRII, TY 卫生 

EK(C TIT+S}=ENRIC ET? 15 

. EEt +5 rEXKSRG I ,TY 16 

- ER 工 +5 5) "ERSStT ,IT 17 

, 18 COHIIHOE 工时 

39 comNTINIE - 19 

Chih HOCHIS, FM, ER, TTR 2 

DO L138 可 = 工区 之 1 

MI, 2031357Tt TY 安 2 

3 CONTINUB 23 
[9 

C IATIC CONDENSATION 时 
Lo 

CALE MINVL S, BRSS, SS} 

CALL CONGILS,HRSS, BRRS, PREIS 字号 

DO TIFH T=i, 3 EF 

,Do 148 J=1, 号 了 

EKl{ 工 + 林 = EERE TY 32 


Et CONTITNE 当 33 
了 5 和 COMTINUE 34 


ChLL MOCHECS ,EMARR, EFL, TI Ula BL 35 
| Do IEE JF- 二 1 和 

开 让 可 = 旦 - 233185/T1( 0) 二 了 

， 46 和 ComFINVE ' $8 

co _ E+ 

5g81 PORMAT SELE. 可 } ， 如 


也- 


二 生得 到 的 一 至 十 阶 因 有 周期 和 与 函数 分 别 放 在 数组 工 及 站 中 。 减 缩 册 度 矩阵 放 在 数 
组 EK1 中 ， 静 减 缩 的 一 至 五 阶 同 有 周期 及 振 型 分 别 放 在 数组 1 及 U1 中 。 


只 需 在 后 面 例题 8. 14 的 主 程序 中 对 DATA 及 READ 语 名 作 如 下 变动 即 可 用 来 计算 反应 。 人 
Da JE AMP/O. 05/ ,19/ SL, S50 ,DAGIINN, / , EM/IGDIN a A 4 
DATA Ssg2d {EMI ,TI =, 3) L713} tt BRITT) ,TB 19) ? 工 <G 人 
2 《KK I rT 1 11 5) ,Tele (5 110] T=-15)s 1 
z .- {EL EF) 91 3) 工人 1 ( ER ET 19 L619) 8 


8.3 时 程 分 析 


8.3.1 ”地面 运动 加 速度 的 积分 

地 面 加 速度 通常 是 按 一 定时 间 间 申 At 给 出 的 离散 值 ， 因 面 当地 面 运 动 加 速度 为 扩 (四 时 ， 
对 时 刻 的 值 # ,与 下 一 时 蓝 守 士 妊 时 的 
值 ?3 之 间 加 速度 如 何 变化 一 无 所 知 ， 
对 此 有 必要 作 一 些 假 定 。 一 艇 常用 两 种 
般 定 ， 一 种 如 图 8.1( a ) 所 示 ， 假定 两 
点 闻 加 速度 值 按 直 线 变 化 ， 称 为 线性 加 
速度 法 。 另 一 种 如 图 ( b ) 所 示 ， 取 两 点 


加 速 座 的 平均 书 外 ,十 #ra1)/2 为 1 时 a 
肇 的 值 ， 称 为 梯形 加 速度 法 。 四 
由 加 述 度 数值 积分 求 速度 和 位 移 
时 ， 因 采用 上 述 柜 定 不 同 面 结果 会 有 所 图 #.! 加 速度 变化 的 假定 
差异 。 考 虑 到 解 的 稳定 性 '” ， 这 里 采用 梯形 加 速度 法 。 
将 时 间 函数 作 归 作 素 勒 《Tailor) 级 数 展开 时 ， 设 站 阶 徽 分 系数 为 ()， 四 局 


{+ HAD= 5 (1m) 
大 二 


将 y 1441 及 10941 按 索 勒 级 数 展开 


$i a= 二 (ADY: 二 二 (49 雪 ,十 … 
i E {8.1) 
Yir a pt (A Gta At)Y te (4)°F,+*" 


接 梯形 加 速度 站 假定 ， 时 肇 上 与 # 士 妈 间 加 速度 一 定 ， 邯 
Y = 了 ,一 0 


16) 寺 语 消 ， 措 得 虱 忆 二 的 没 计 ， 而 要 设计 > 二 一 天 店 用 印 ， 丸 普 ， 本 和 52 年 1 月 ， 卫 .78 


+ 218 * 


则 4 阶 以 上 的 微分 系数 为 0， 代 入 式 《8.1》 中 得 


EU 区 和 4 


- {8.2) 
Pa 二 31 十 (A gst AL) 
玛 
tat B+ (A at 
Vita Pt CA Ys at } 《8.3) 
式 中 


E=y :+ (At/2)y: } 
P=—yT (At/2) {yt E,) 
,及 F, 是 由 时 刻 t 决定 的 其， 由 EB, 一 F, 一 0 开始， 经 式 (8.3)》 可 逐步 求 得 各 时 刻 的 地 面 束 
度 与 位 移 。 
下 面 的 程序 1TAC (Intergration of Seismic Acceieration》 接 上 述 方 小 由 弛 而 加 速度 
积分 求 速度 和 和 位移， 闻 时 述 出 最 大 值 。 
另外 利用 式 (3.128》 的 富里 豪 变 摸 关 系 可 在 频 域 对 时 程 积分 '*”， 这 里 就 不 作 介绍 了 。 


ITAC (地 曾 加 速 宏 积分 ) 


目的 
让 地 面 运动 加 速度 积分 求 地 而 运动 速 庶 及 位 移 。 
使 用 方法 
(1) 连接 方法 
CALL ITAC{DT,NN ,DDY ,DY,Y ,ND,DYMAX,YMAX) 


谈 站 | | 调用 子 程序 时 的 内 容 从 子 程 序 返 回 时 的 内 容 


地 面 加 速度 时 疗 间隔 
DT 了 | (单位 ，S 7 | 个 变 
NN | 1 “| 地面 加 违 度 时 程 数 据 总 数 不 变 
的 轴 加 述 度 时 扩 数 据 
DDY | 一 维 雪 组 (ND) ] 位 : Cm/s?) 不 变 
小 面 迪 度 时 程 
DY | 一 维 下 组 (ND) 不必 职 信 | (单位 ，cmy/s) 


可 直面 位 移 时 各 
Y | 一 维 数 组 (ND) 不 必 荆 值 ] (单位 ;cm 
ND | I ] 主 程序 中 DDY .DY,Y 的 各 数 不 变 


:3 | 不 必 了 其 值 邮 夯 速度 是 太 慎 


于 面 位 划 野 大 亿 


{ 2 ) 必要 的 子 程序 及 国 数 子 程序 
无 


1 。 


程序 表 


站 和 和 本 上 放 而 基 省 山 二 和 表面 直 时 和 本 则 省 肯 和 前 古 博 而 唤 奋 赐 办 时 . 了 AR 4 
已 1 1 主 TRS 这 
已 窒 害 汪 记 和 有 家 证 帮 三 十“ 工本 三 好 El 
工 TAC 站 
Le CODED BY YY.ONSAKI TTAC 5 
他 工 ZRAE 后 
心 FURPOSE ITAC 7 
到 对 从 工 划 叶 及 如 用 人 TE 全 让 T 大人 REROCARDM BY TAAPEZOIDAL NOOEDERNMTION ITAC 8 
旺 METHOD TO OBTAIN VEWICITY AND DISELACEMENT AITAC a 
必 ITAC is 
[时 SR SR ITAC 1#4 
Ed CARLL TTRE(DT HA DDY, DY YTD Cyn ,TIA} ITHC 12 
CC ITAC 1 
妃 TESCRIPTION OF TARNMAEPTERS TRC 1 
二 DT — TiME IHNCREMENT IN ACCELERIGRAM YR SEC 工 TRC 15 
HN -= TOTAL RUMEER OF DhTA TM ACCELEROGRIIM ITAC 1é 
和 DDY{ MND} 一 ACCLERATICLYN IN GALS ITAC 17 
必 DYlNDY 一 VELOCITY TB KINES ITAC 】 工 得 
如 Yt ND) 一 DISPERCEMENT IN CSNTIMETERS ITAC 219 
[| HD 一 DIMENSION tPF DUY,DYY TIN CATLING PROGREAM TTAC 2 
妇 DMA 一 MEX. VELOCITY JR KINES TAC 人 工 
Le YM = Wh, DISPLACEMEHT TIN CENTINEITRS ' ITAC 22 
心 TAC 2 了 
它 BUBBROUTINES AND FUNCTION SUSPRIGRSMS REOUIRED 工 TAD 外 
已 ONE ITAC 25 
忆 ” TT 26 
SUBSROUTINE TTAPIDT NN, DDY, DY Y, ND DTA HR TAC 21 

过 - 和 外 CC 卫生 
DIMENSION DDY{ ND) DELHD) ,Yl MND} TAC 29 

此 ITacd 3 
加 = 皮 . 泡 IAAC 31 

F=8.a TTAG 32 

DYMAR -FT 工 TRC 33 

MRIXae 地。 证 工 TRC 六 二 

DO 415 M=1,NY ITAG 35 

DYLM} -E+DDYI MsDTYZ .HH ITAE 3 

YM PONY My DT, Ta 57 
DYMAXN-AMAXKI DYNA ,LBS OY MY) TFEC 33 

YA ATA YHAY ,BS Tt IY TA 33 

Pa HM)+DDYLMI DT 式 TR 本 帮 

Prt MY DEMITEI DTZ .Oo ITAC #1L 

主 2 ONTIRUE TTRC 42Z 
REMIRA ITAC 43 

” 工 TTAC 生生 


END 


【人 倘 题 8,7] 给 出 地 面 运动 加 速度 时 程 ， 纺 写 求 地 面 关 动 建 度 与 位 移 的 主 程序 。 


[ 解 ] 程序 如 下 : 
6 DIMERSTION NAMEL12Y, FMTCS), DDY{ EEEDY DY ESOHY ,Yt S068} 1 
REAPLS, S81 EARMEDDYNMRY ,ST ,Hi FI 和 
RCAD{ S .FMT}Y (CDDYt MY ,KM=1 IT 四 
本 TTAGL DT NH DDY DY 区 过 全 而 DRRX ,Yrihx} 三 
并 
SE1 PORMAT( 12AL/PIZ. C/IFI. /IS/SALY 2 
多 
END 1 


输入 绕 和 尔 森 特 罗 1940 南 北 分 量 地 震动 阿 君 ， 它 称 N4MES 及 加 速度 DD7 ,计算 结果 所 得 数 
组 画 Y 态 立 的 内 容 , 取 地 面 运动 速度 与 位 访 有 时 各 下 其 最 大 值 分 别 如 四 8.2fa)y、(b]j 玉 (ec 所 示 。 
8#.5-2 单质 点 系统 的 反应 
设 质 点 相对 地 表 药 位 视 为 x( 鸭 ， 阻 尼 比 之 固有 痪 频率 为 天 不 百 , 地 面 运动 加 速度 为 (1)， 
则 单质 点 夭 的 及 应 为 式 【3.18) 的 非 齐 次 二 阶 常 微分 方程 z 十 284 十 os56 一 一 四 药 解 ， 该 式 可 
写成 
1 {8.4) 


按照 梯形 加 可 庭 法 原则 ， 速 度 及 位 移 满 足 与 蕊 《8.2) 相同 的 关系 ， 即 
? F209 + 


(AD -人 


4 十 (4A) 二 一 一 ( A814 | 
代入 式 (8.4) 整理 得 


a st LRGE, HP) /Ry 
t=Ei (At/2) EL a | 
Xas = Pt CA) a 
式 中 
R= 1 2h{(0At/2) + oA) 
E,=—=2,T (At/2) | 
Fi=x,T (At/2) (FEE:) 
尼 为 与 时 间 无 关 的 晤 ，F, 及 F ,是 在 了 时刻 确定 的 量 ， 由 E, 二 F,= 0 汗 妨 ， 按 式 (8.6) 可 逐 
步 求 得 各 时 肇 的 质点 反应 。 


4 最 天 训 还 度 396.00cTnA 5? 


一 1- 一 一 -一 一 一 一 一 一 


, 于 半 ( 5) 。 是 天 违 降 三 娄 fID 3 


0) 


i + 
, 时 间 t 3} 轴 
”最 天 位 秽 队 本 cm 


量 

. 财 闻 3》 - 四 

图 8.2 埃 尔 森 特 罗 1940 南 北 分 量 地 储 动 的 ( a ) 加 速 麻 ，( 扣 ) 速 度 ,《S ) 位 移 时 鹅 曲线 

， 9 321 


SDOFE (单质 点 系 的 反应 》 


旨 的 . 

给 定 固 有 回 频 率 及 阻尼 比 ， 求 解 受 地 面 运 动 辑 速 庶 作 用 的 单质 点 系 运 动 方程 ， 求 出 绝对 
加 速度 、 相 对 速 谋 和 相对 位 移 。 
使 用 方 共 

( 1) 连接 方法 


CALL SPOR (H,W ,DT,NN,DDY ,NDI,ACC, XEL,DIS,ND?) 


变 重 | 类 型 调用 于 程序 时 的 内 容 | 从 子 程序 返回 时 的 内 容 


H | R | 弓 尼 比 (无 一 须 小 数 ) | 不 变 
m | R | 到 有 妆 频 这 (单位 :rad/s) 不 变 
pr | 有 】 地 面 运 动 加 束 皮 时 间 间 二 (单位 5) 水 变 
NN | I | 地 面 运动 加 过 度数 据 总 数 | 不 变 
R 地 桓 运 动 加 速度 时 程 数 据 。 
PPY | 一 维 数组 (ND) | (单位 ， cm/s2》 不 变 
NDI | I | 主 程序 中 DDY 的 维 数 不 村 
R | 未。 
ACC | 一 维 数 组 CND) 。 ， 不 必 轨 但 二 对 加 地 度 反应 (单位 ，em/s?) 
VEL | 一 维 数 项 ND 六 上 尾 昭 值 | 相对 速度 上 反应 (单位: cms) 
DIS 一 壬 贡生 ND) 不 必 珊 值 相对 位 黎 反 应 (单位 ，cmn》 
ND f 主 程序 中 ALL,YEL, D1S 的 维 数 | 不 变 


(2 ) 必要 的 子 程序 及 国 数 子 程序 


无 

训 人 罕 才 昌 贞 各 直言 表 和尚 衣 弟 雪 再 证 告 琵 汪 全 本 凋 音 才 用 音 刘 将 次 天 疝 再 而 醒 SSDOEP 1 
时 SUBROUTINE FOR WESFONSE OF SINSLFE-DEGRLE-CF-FREFDO: SYSTEH 总 如 如 下 全 
本 宪兵 时 SnDF #3 
近 SPHP 4 
它 CODED BY YOHSAKT SDOr 呈 
让 名 DOP 三 
PURPOSE SDoFr 7 了 
总 TO SOLYE EOUATINR OF MOTION OF SINGLE-DEGREE-OF-PFREEDOM SYSTENH 9DOF 下 
[3 WITH GIVEN MATURAL PREOUENCY AND DAMPIHG FACTOR EXCITED BT SDOF 9 
全 GIVEN GROUND ACCELERATION TO OBTAIN ADAOLUTE ACCELERATION, SDOF 工 可 
福 RELATIVYE VELOCITY AMD RELATIVE DISPLACEMENT SESPONSES : SborF 11 
它 stoF 12 
USRBE SBOP 13 
它 CALL SDOFIH,W,DT, NM,DDY ,ND ,NACC. TEL.DIS,MD2) DOF 1 
DOF 15 
PESCRIPTIDN OF FARANMPETERS BDOPF 16 
Le HH .TIPIMNG FACTOR IN DESTIMAL FRACTION 号 了 BR 17 
妇 码 . 一 NATURAL CIRCULAR FREOUENCY LN RAID/SEC SDOF 1 
[a DT 一 TIMS INCREMENT IN ACCELEROGAAM TH SEC 号 BF 19 
[本 HN 一 TOTAL NUMBER OF DATA IM MACCELEROGRANM SDOR 23 
人 DDYt MDL}Y 一 ACCELEROGRAM I ALS SPOP 21 
区 RDI ”~ DIMENSION OF DDY IN CALLINHG PROGRAN SD0OF 2 
[a BECLHMD2) = ABSOLUTE MCCELERATION RESPONSE IN GELE SPAOF 23 
CC TELL ND2} ~» RELATIVE VELOCITY REEPONSE IN KINES SDOF 24 
亡 DIS{ND2}) - RELATIVE DISPLACEMHENT RESPONSE IN CENTIMETERS SDOF 25 
全 MDe -= RIMENSIOM Or ACC VEL DIS, TM FALLING PROGRAMM Soo 村 
忆 p 


1 222 4 


上 c 右 1 用 衣 站 放下 类 妆 入 要 FUNGPION SUEDPROGNNNMS EOIRED 志和 OF 人 和 
CG RE 8DOE ' 29 
Cc 全 POF 3 站 
SUBROUTINE SPOE(H,WDT,NNDDY,NDL ACC VEL DIS, MD2T 亿 站 DEF 31 

Re 右 DORF 3 
DIMENSION DDYE OIL RARACCCND27 /VEL ND2) ,DISt MDL?) BDOF 生生 

Cc 在 DOE 3 
[3 THITIALISATTION SDOE 35 
愉 时 DOF 3 启 
及 =, 六 + SpoF 37 

五 = 厅 ,站 习 DOF 3 和 
Pad. DoF 3 

怒 Snor 4 
性 RESPOMEE COMPUTATION 号 DO 和 六 
必 县 DOR 和 
po 118 Me ,NH DOF 各 

Dp- DD 容 DOE 二 二 
PXrB+DDAPDT/A2 ,站 日 DCE 冯 导 
DD 澡 DOPE 4 总 
ACCUMI DDX+DODYL MI BDOF 47 

VEL Hl=Dx 虽 DDOF 书香 

DFBt HY =X 续 DDF 4 人 9 
EaDA+ODA*DT/2. 8 号 DOE 与 名 

下 = 闫 + DX+B)*DT/2 ,HF SOF $1 

118 CONTINUE SPOF S$ 
RETURN BDOF 5 

END SPOF 3% 


【 鲍 臣 8 .81 将 埃 和 尔 森 特 加 1940 南 北 分 量 吉 速度 记录 作为 地 面 运动 佚 用 于 章 质点 系 ， 其 
阻尼 比 为 有 二 0.05， 固 有 周期 为 T=0.3s， 编 出 求 绝 对 可 速 讼 反应 、 相 对 速度 太 应 及 相对 位 


移 反 应 时 程 的 主 程序 。 
{ 解 】 程序 如 下 : 

DIMENSTON WAME{ 12) ,PMT 53 DDY 1990) ,ACCt Loo8) VELt LR ,prst tig88) ~ 1 

， READt 5, SHY RNE ,于 ,IFNT | 2 

READt 5, FMTY {DDY{MY ,Me NI 3 

W656 .28105 .3 < 

Earr BDOFCI, 8S, NW, DT NN DY, TEBE, ACC AVEL ,DIS, LOT} 和 

ec 4 四 3 

S01 PORMATI ZAAIET .BH/IS/SRL) > 

END 12 


绝对 加 速 魔 、 权 对 速度 及 相对 位 移 反 应 时 程 分 别 放 在 数 组 ACC，VEL，DIS 中 ， 图 形 如 
图 3.5(a)、(b)、(0) 所 示 。 

【 候 题 5.9 。 没 单 质点 系 阻 尼 比 为 h 一 0.05, 无 阻尼 固有 周期 为 T= 二 0.3,0.6 及 1.23, 编 出 
声 尔 达 特 罗 1940 南 北 分 量 地 面 运动 作用 时 绝对 加 速度 反应 肝 程 分 析 的 程序 。 


[ 解 ] 稚 序 如下: 


DINENSION WAMEf 12) PMI 5) .DDYt T1808) ,Tt 3) , RESC L180}) DUMMYI SOT » 六 

CCt 3, LIOR} 全 

DETA Ti 3 .G12 了 

© 和 
READ( Sr SHEL) NAME,DIT,MHN,PMT 划 
READt 5 ,FMT) (DO MY) Hel HH 丰 

DO 128 IIY= 工 , 3 了 

Wa .2B3195/ Tt IT} 生 

CATDL SDOF(S,. 655 人 DT NN,DDY, IOF0, RES .DUMMY DUMMY, L968] 时 

PO 118 M=1,NN -- 。 1 
RCCCITM}=RESt ML 11 

4218 CONTINUE - I? 
128 CONTINUE 卫 六 
8z9R :14 

Cc 1 了 5 
SUL PORMATC FZ2ALAAET .IS/ /SAY ! 16 
.1T 


ENBG 


人 一 0.3，0.6 及 1,2s 时 的 绝对 加 速度 反应 时 程 分 出 放 在 第 1 下 标 = ,2 ,3 的 数组 上 CC 
中 ， 其 图 形 训 | 区 3,6(a)、{b)、{c) 有 Tis 
» 923 。， 


[例题 8.101 对 例题 6.8 的 五 质点 泰 ， 设 各 所 型 阻尼 比 均 为 5 狗 ， 给 定 地 面 运动 加 速度 时 
程 ， 编 出 用 所 型 登 加 法 求 和 省 质点 反应 时 程 的 主 程序 。 

[ 解 】 先 求 出 系统 的 固有 加 频率 ， 由 起 (6,102) 解 出 所 型 基本 解 ， 然 后 用 式 (8.104) 
作 振 型 人 堂 加， 程序 举例 如 下 : 


DIMENSION EMS TDXT 村 MT EE, BE} ;ERC HE, EH) , DAMP EY WC 5}, i 
1 1 , ,Ey, Ba{ EE EH} DDR lS58), TE rt LEE} 三 
2 Zerg 1 3 1FEH], DISC GS, 88 要 
DATA REC EBBO rH/ VEL/E II DIS/EGHDErG, Bf， € 
~ PATA NS DAMEA SE y5, EE NHoDE/ SF 2 
Ls 
READt 5, SH1Y DT,NN, FMT 了 
READt 5 , FMT} (POY MY ,M1 ,NH) 全 
READt 5 , SHZY 1fEMCI， DTN LH {EETT) /TL ,HH}, tei} 多 
CRLL MOCHT 于 ,EN EX Vs Ua, 6 ; 1 


DO 13 J=1,NMOD 
CADE Spt DRM WTY DT NN DDY, 9, DD9 ,DD, EE 
DO 128 并 “到 
Po 1 由 M"1 ,RM 
下 CC 区) = 有 CT IT MI+UI TT} "DDO My 
VELCI Me9EECIMN)+U 了 IJwDDf MY 
DISI TMI=DIECT MI+U 本 可 MY 
11g CONTINUE 
2 CONTINUE 
438 CONTINUE 
STOP 


Lo 
SEL FORMATE A/FT .OIS/EALY 
。 上 和 2 EORMAT SEL0.8) 


rr 


绪 了 各 质点 的 绝对 帮 速 度 、 和 相对 速 谋 及 机 对 位 移 反 应 时 程 分 别 放 在 数组 4CC，VEL， 
PIS 中 ， 共 内 容 与 直接 积分 法 的 结果 (参见 例题 8.14) 完全 相同 。 计 算 中 全 加 了 所 有 振 型 
(NMODE 二 5) 的 解 ， 如 果 只 释 加 前 三 个 所 型 ， 实 用 上 几乎 没有 差别 。 

8.3.35 反应 谱 

无 阻尼 固有 周期 为 亚 及 限 玫 比 为 产 的 单质 点 系 ， 在 地 面 加 速度 捧 匡 作用 下 的 反 应 时 程 可 
由 方程 

十 2hsz 上 wx 一 一 时 (a) 
解 出 ， 其 中 再 二 2x= 伯 。 设 求 得 的 加 速度 、 速 度 及 位 移 反应 时 程 为 2(t)，z() 及 x(#)， 则 绝对 
加 速度 、 相 对 速度 各 相对 位 称 反 应 谱 记 为 S(T,h)==|3 二 lass Sv{T, 让) 一 | 由 =， 
SalF, Rh)=| 关 |maxo 

求解 式 ( a ) 的 程序 SPOR 已 在 8.3.2 节 介绍 ， 下 面 的 程序 REST (Response Spectrutm)， 
只 是 在 给 定 的 无 阻尼 固有 周期 及 阻 足 比 下 反复 调用 子 程序 SPDOF， 求 其 最 大 值 。 计 算 结果 放 
在 数组 RES 中 ， 数 组 RE5 的 第 1 个 下 标 对 应 数组 了 中 给 定 的 固有 周 期， 第 2 个 下 标 对 应 于 
数组 下 中 给 定 的 阻尼 比 ， 第 3 下 标 = 1 ,2，3， 分 别 对 应 于 绝对 胡 速 度 、 由 对 速度 和 相对 位 
移 谱 。 

另外 ， 程 序 前 半 部 分 计算 了 和 输入 地 面 运 动 的 基 太 胡 速 度 、 最 大 速度 和 最 天 位 移 。 计 算 方 
法 与 程序 IT 4C 相 同 ， 结 果 故 在 数组 ECQMA4XS 中 。 


REST (反应 谢 ) 


目的 

给 定 阻 尼 比 ， 求 加 速度 时 程 的 绝对 加 速 座 反 应 详 、 相 寻 速 度 反应 谱 及 相对 位 移 反 应 谱 。 
同时 计算 输入 时 程 的 最 大 加 速度 、 晤 大 速度 和 最 大 位 移 。 
使 用 方 浴 


» 224 。 


( 1) 连接 方法 
CALL REST(NH, H ,ND!I,NT,T ,ND9,DT,NN ,DDY NDS ,RES ECMASX) 


交 量 | 类 型 ， 调用 子 程序 时 的 内 容 从 于 程序 返 因 时 的 内 容 
wn | I | 里 尼 比 的 总 数 | 不 计 
H ee | 阻尼 比 的 信 ( 雹 硬 纲 小 数 ) | 不 发 
xp | I 1 主 强 序 中 也 的 维 数 | 不 实 
NT 1 | 反应 计算 时 友基 总 数 | 不 变 
T __ 维 数 组 (NDz) 所 诺 打算 时 的 周期 (单位 ，s ) 不 谈 
ND? 7 I | 主 程序 中 全 的 元 品 个 数 不 变 
pT | R | 加 速度 时 径 的 时 间 问 隔 (单位 ，s 》 | 不 资 
NN I i 加 速度 时 程 数 据 总 数 | 不 变 
| R 和 ， 
LDY | 一 维 类 组 ND3) | 元 速度 时 程 单位 ， SIASS 不 变 
NDs | I 主 程序 中 DY 的 如 数 不 奏 
RES | R  ， ， 不必 战 们 第 3 下 标 = 1 ， 绝对 和 加速 
三 准 数 骨 'ND2,ND;,:)y 度 反 应 计 ( 单 位 ，cm/s2) 
第 3 下 标 = 2 ， 相 对 膛 
度 反 频谱 { 单 过，cmaysy 
第 3 下 际 = 3 ， 相 对 位 
称 到 三 谱 1 音信， eh 
EOMAX | R 不 必 黄 忆 下 标 = 1 ， 最 尖 输 入 加 速度 
一 维 激 组/ 3 : 【单位 ，cmys3) 
下 标 = 2 ， 最 大 输入 速度 
| (单位 ，emys) 
王 标 一 3 ， 最 大 葵 入 位 移 
《单位 ，cm) 
《2 ) 避 要 能 于 程序 成 清 数 子 稳 序 
SDOF 
程序 表 
放 前 让 商 吉 上 月 育 市 章 宙 和 得 由 站 当年 和 产 页 宙 主 再 刘 下 本 RESP 1 
Cc SUBROUT-NE FOR COPUTATIODY oS. RESTOMNSE SEECTRA 各 PST 有 
人 六 有 RF5T 3 
[a REST 是 
Le CODEY SE YDTRAI REST 访 
心 REST 申 
站 PYUREIEN REST 了 
安 TO COMPUTE ABSOL™ TT ARCOTDLT RATION, SHELATIVE VLDOCYTYY LND 有 RT 角 
音 TELATIVE PISPLACSONI TT RESPONMRSE SPECTRA DF BCOGELENOGRA FRESH 
Le FOP SPECTFIED DTMPING TACTORS. rhXIRKIT INNUT hieCLLBiATIUN, 和 三 1 
[Le VELCHZTS BERD PLE DLA CIIDNT ARS -5 ECMPUTSD REST El 
[ee REST 半空 
Lt 了 5 及 瑟瑟 ET i133 
[od CHALLE RESTINE,H,MCL 于 REST 148 
全 其 PP “人 15 
[i TESCRIPTION dE PaATAMI FA PRE“r 16 
[eH RH 一 TAL CN EF DFANTHG RT RST 17 
总 HiNn1Y RI 二 贡 LECINAS FRACT.DON HE37 工 首 
各 HEL - DIPENSION CF H TN CATLLING PRMSIRAlL 下 后 训 而 
Ea 荐 四 - TATAL NUMBER QF PIRAIDDS FOR WHICD 去 上 -De NEES ST 
总 RR COWaUL 2 . REST 
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忆 THND23 = FERIODS TN SEC POR 人 HOCE RE33DNSES Fp ES 2 之 
[9 COMPUTED Pe 及 EE 福全 
CC D2 ~“ DIMENSION GPF T IN CALLING PHOGRAKN REST 24 
妆 卫生 -= TIME THOCRENEN® IN ACCELEROGRAM TH SEC REST 25 
| =- TOTAL MIMEER OPT DETA TH MCCELEROGRAM REST 15 
避 -于 .后 息 才 让 和 EST 2 了 
工 Pb MD3} 一 BCCEIERSGRRM IKN GALS \ RE5T 28 
© Nb3 ~ DIMENSION OF TDY TH CALLING PROGRAM REST 29 
C RESt ND2 ,前 DI 3 ~ FOR LAST SUBSCARIPT ~ 1:243: ABSOLUTS REST 38 
已 ECCELERATION, RELATIVE YRLOCITY RND RELATIYE REST 31 
C PISPLACENMENT RESPONSES, RESFECTIYTEDY 其 ES 3 之 
C EAMAXt 31 ~- FOR HUBSCRIPT = 1,2,3, MAX. INPUT ACCELERATION, RESY 3 
GC 1 WELOCITY AND PISPLACEMENT, RESFLEOTLIYELY 其 ES 王者 
CC REST 3 
和 SUPEROUTINES AND FUNSTION SUBPFRCSRNMMS REIUTDED 内 ES 3 
尼 号 卫 口 王 " REST 3 
© ~ REST 38 
SUBROUTINE REST(NE,H,NMD ,NT,T,ND2 ,DT NN, DDY, MD, RES /POHARY REST 39 
必 | EST (# 
DIMENSION H{ NDI} ,TIND2) ,DODYINMD31 RES ND? ,MDLI} EANMAXt SS REST 1 
DIMENSIDN NCC EHOIGY eVEL' BOB} DIS EGADY 一 ， REST #2 
c ”至 ESY 而 守 
[9 WAXIMA OF THPUT 7 到 FS 志和 
Cc RES #5 
于 = 全. 地 REST 4 芭 
Fr 二 其 ST 4 了 
DDYMAX=Y.B REST EH 
DYMAX-H.9 ， REST 
TYRMRX= 可 ,人 REET SF 
DO 118 H=T ,NM" REST 5L 
DY=E*+DDY 时] PAD RFESTF Sa 
PD ! 及 ES3T 5 
DDYMAXY ”AMAXYLL DDYHAX ,ABSt DDY( MI} RPEST 与 和 
DYIRX = 六 MHRXTT DYMDNY ,ABSI DY REST $$ 
YMAXY=AMAXI( YMAX, ARESL YY _ REST tH& 
=DY+DOYt MM) >DTA 2 , 阁 ， REST ST 
FY+t DY#E)ADT/2 .CE REST 全 
1 CNTILNYE 吉 E 上 名 对 要 和“ 
EOMAXC 1 } cDDOYMAX REST tg 
FOMAXL 2 )=DYMNAX /外 E3 守 吾 工 
EQMAXL 31 oFMNX * 要 E3 6 少 
已 ! PREST 3 
EC MEXTMUL: RESPONSSS | 二 入 3T 让 二 
如 + 各 SS #5 
PDO 168 L=1,HE _ REST 6 
TO 15& Ko1,N® REsT 67 
TF TK) .ED.O.0) SO TO Lg ， EST 69 
WE.293185/TK) ' REST ED 
CRLL SDOPI HITY tT DT MI 有 BY WD? ,ACO, VED DIS, 608DY RESY 7 
RCRCCMRX= 和 与 入 BS 站 寺 
WELMAX= 闻 , 羡 入 3ST 了 这 
DISMAX= 站 . 扣 1 BREST 73 
DD 139 则 =1 ,3 的 REST 74 
CCMAY AMAXI(C ACCMAY, ABST CC 村) 4 | REST 了 5 
VELMNH -NAMAYIt YELHDX .ABS TELLMI})Y 好 与 区 了 所 
TISMRX =AMAXI{ DISMAY ABSrDISt mI} ,REST 77 
128 CONTINUS 天 EST ?家 
在 避 DD 工 4 可 REST 9 
138 ACCEMAX"DDYINNY 轩 习 BT 安生 
VELMAX = 各 .让 BEIT $1 
DIS5MAX= 身 . 娩 八 同 ST 日 和 
了 4 RES{K,L, I)*NCCMAX ;WREST 93 
RES(E ,LEI TELMAK 1 很 BST 9 
RESL[E ,Lr3} -DISMAX REST 5 
i158 CONTINUE EST BE 
式 扣 好 二 ORTINUS REST B87 
RETURM 了 EST 风 台 
3KD RES5T gD 
【例题 8.11】 编写 求 阻 尼 比 为 n 二 0 , 5 ,10 名 时 地 面 运 动 反应 谱 的 主 程序 。 
时 
【 解 以 DATA 语 句 给 出 计算 周期 点 ， 程 序 如 下 ， 
a EHSTON 2 rHAMEt 427 ,FMI SY ,PDL ESHG) :RES 289, 537, 时 
Dara rr td 3 
+ 甩 闻 最 - 剖 5 本 1 和 5， 宙 .之 有 六 .2 . 
1 S50 69'9 3970 72 0 有 全 三 7 二 和 < 
号 2 Tal. tH,1. E01. BI, ?89 2,28 6 
: 了 3 5 6S 0 Ed 
READ{ BS, S81} BANE,DT, MY, PMT “ 2 
RERDt 5, FMTY {DDYt MY ,Mri, HH) 、 xz 了 
CS FEEST 3rHr Sr SBT oF DT MI DDY CHES RES ,FOMRYY Ee 
ct 
; SHI FORMAT! I2AA//FY .BIIS/5N4) 二 
ESD + 区 
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Wd 


计算 得 到 的 反应 谱 放 在 数组 RES 中 。 输 入 埃 尔 森 特 罗 1940 南 北 分 景 地 直 动 时 ， 绝 对 加 速 
度 反应 谱 、 利 对 速度 反应 谱 和 相对 位 移 反 应 谱 图 形 分 别 示 于 图 3.7 到 图 3.9， 图 中 还 同时 画 出 
了 ES@MA4X 中 存放 的 最 大 加 速度 、 最 大 速度 和 最 大 位 移 值 。 

【例题 8.12] 设 图 6.12 所 示 的 5 质点 系统 兵 有 一 阶 振 型 的 阻尼 比 为 5 名 的 内 部 粘 性 型 阴 
尼 ， 给 定 地 面 运 动 加 速度 时 程 ， 编 出 用 反应 谱 、 振 型 缀 加 污 求 各 层 甬 力 及 栖 给 的 主 程 序 。 质 
量 和 矩阵 与 刚度 岳 阵 的 数据 逐 行 输入 。 


[ 解 】 程序 如 下 : 
也 DIMENSION ET 5) ,PDY OP3) ,EM GR, 8} ,EXt EE, 0 .Wt SOY oUt Eo, Say 1 
1 Bt ES, EHS} ,Bt Fr, 581 DFT 1) ,TH 1} RES YT 工 ? 卫 WEMTYL STs 至 
HEIGHT! 66) 。XTMRXI 6) PIMAXL 68) ， ;Do Ey BTMAXL Ee}: 襄 
六 DMAWE BY , FANE S OY 入 
DATD OMNLI EOE BE , RNAEN™E 与 
e Darh HN/ 57 ,MMODE /S17 ,HETSET EE 三 扫 二 末 ， 柯 少 不 
了 
REANt 5, SH1Y DT,NHH. FMT 合 
READ S$ ,FMTY 《DYWXE 天 ,Mx .HY 9 
RERDt Sr $82 {{ FAI} TN) Tl), ttERt TIT SL MI I= HY 工 部 
CALL MOCEHCH, ,PKI Uh Bs 0) 11 
DO 138 T=1,NMODE > 
T1629031057W 可 》 33 
DRMP( 1) = NSW JIA 1 ) 卫生 
TALE RESTE 2 TERME II LT DT RM DDY, iIS, RBS ,DUMMY} 3 
DO 118 I*1, 16 
PA ot , JT}*RES( 1,L.3} 了 工 了 
1 CONTINUE I 日 
GALL PROM(G ERK,XIMA, PIMAX HN, 1 EH: LY | 49 
委 林 HR I) PIMAX 1 宇 疗 
BRIMAXL 1}*HETIGHTL 1 "ITHAXE 1} FE 
OMAN 和 》 = 了 M 帮 寂 天 二 站 下 RE 全 放下 让 于 之 多 
: RMRXY( LT} -RMAXT 1 rRTMAN 荆 ] 三 六 这 FE] 
BO 128 I=2.M 全 生 
WIMAXC IY OTMAXt IT-1]+PIMAXt 了 pF 
RINAXt TI = RIMAKt I- 1 ROMA ET) ouAxt 1) 车 
DMAXE TS OMANE TS+OINNAL 1 严 吉 全 27 
RMAXtE IY -RHR TY +RITMAN: I)NT 了 外 
128 COMTIMNUS 空间 
138 CONYINMOR 39 
WRITE ,G81Y , 31 
LO L148 工 < 于 :于 3 之 
工 = 宙 += 工 3 二 
-Em 站 RES I 号 下 
RSORTL RMAXL I} EE 
WRITE( HES2) Pedr 3 
I$ 和 CONTINUS 3 了 
ToP | 
全 3 
$81 PORMATC AIFT. GATS SAY 好 
Bz2 FORMATLSFLS.H 
. 9 PORMAE 4H1 /3 JawryyIayr， Fok. 5mmORY, SX LHSEEAR! LON 1 3%- 二 入 
站 1 13FMOMENTt TON*M} } 二 各 
EV PORMHNTLE L1H, SBE.13, Pl3.] .ELlt. HY 昌 二 
BEAD DE 
2 
当 输 入 挨 尔 森 特 罗 1940 南 北 分 景 地 震动 (最 大 加 速度 326cm/s*) 村， 输出 结果 如 下 ， 这 
个 结果 如 图 6。 18 串 线 所 示 。 振 型 登 加 时 如 果 只 考 碟 前 三 阶 振 型 ， 则 令 DATA 语 向 中 NMODDE 一 
3 即 可 。 
层 ” 剪 力 (t) 普 矩 (t -了 ) 层 。 奖 力 (+t) 普 抵 (t .mm)》 
， 5 5.4 228 。 之 1 67 ,地 1596 . 
和 1098.”7 612. 1 181 .4 2417. 
有 143.9 1114. 
4, 5.4 部 质点 系统 的 反应 
hh ee ee 中 = 和 周 a 
尘 与 单质 直系 完全 相 周 。 不 过 是 把 标 玫 让，6 大，x 等 玻 为 矩 降 或 失 量 。 即 运动 方程 


四 交 
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EM3]{2 .tC OI Sa CR IX = MI 《ay) 
按照 梯形 加 速度 法 ， 与 式 《8.5) 相同 有 


{er as {oe} TF CAL/2) 2} + CA 2) Ta } (b 
{x a {Xt (CAD) {Bt (CAT) {i ot CAL/2)T {EH ir a 
将 式 (b ) 代 人 式 (a)j， 整理 得 
{a2}rat = CRI Ys EE MI} TCCIE}: + CEKI {FP}.) 
{2} ra {EY CAL/2) {4} ss | (8.7) 


Ra = {FY CAtA/2) {da 
式 中 


{EY {2 +t CAL/2) {2}: 
AF} ,= {xX} et (CAA2) (A2} .+ {E}.) 
[RI 是 与 时 间 无 关 的 和 矩阵，{EB} ,及 {Ff}, 是 在 时 刻 t 确定 的 笑 量 ， 由 初始 慎 {E} ,二 {1F} ,二 {101} 
开始 ， 接 式 (8,7) 可 逐步 计算 出 种 时刻 各 质点 的 反应 。 
式 ( a ) 是 仅 用 于 计算 主 位 称 的 运动 方程 ,对 于 包括 从 位 移 在 内 的 一 般 情况 ,因为 从 位 欧 方 
向 于 无 输入 作用 , 式 (a) 右边 对 应 行 的 值 为 零 。. 大 此 要 把 式 (2) 有 有 边 和 式 《8.7) 第 1 式 中 单位 条 
量 {1} 改 为 影响 作 基 {EE}， 惯性 项 中 与 主 位 移 对 应 行 的 值 汐 1， 与 从 位 称 对 应 行 的 值 为 零 。 
下 面 的 程序 MDOF {Response of Multi-Degree of Freedom System)] 搂 上 上 述 方 法 在 给 
定 质 攻 此 阵 ， 阻 尼 矩 阵 、 刚 度 撼 阵 肥 影响 矢 显 后 求 半 质 点 系统 在 地 面 运动 加 速度 作用 下 的 绝 
对 加 速 庶 、 相 对 速度 和 相对 位 移 及 应， 计算 知 果 为 如 下 反应 第 阵 形式 : 


CRI—CMI+T CAL/2)CCI TC At/2) CE | 


二 ,十 学 二 十 己 空 8 十 节 下 wn 十 闻 
[sty = | ~ 
宇 s 十 池 率 z 十 邓 地 十 池 十 3 干冰 
EF 者 1 十 六 tt 
车 名 十 壮大 | EE 
J]; 二 
E | Ta Eo 
Fide | 1 st Ei ra 1 和 er 
Tn Tn Tn Te 
[21.= er Ts 对 
TL Re MT es at hI =3 a EL HatH=D 
式 中 丰 为 地 面 运 动 加 速 应 数据 总 数 。 
各 质点 的 反应 时 程 分 别 坟 在 数组 4CC，YEL，DIS 中 。 
于 组 序 MINY 与 例 逢 8.6 中 的 相同 。 
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目的 


MDOF (多 质点 系 的 反应 ) 


给 定 多 质点 系 的 质量 、 阻 尼 、 刚 度 年 了 蚂 及 影响 矢量 ， 解 地 面 运动 加 速 庶 作 用 下 的 运动 方 
程 ， 求 绝对 加 速度 、 相 对 速 底 和 相对 位 移 反 应 。 


使 用 方法 
{ 1》 连接 方法 
CALL MDOP{N ,EN, CC ,EK,IV ,NDI ,DT,NN,DDY ,ACC,VEL,DIS,ND?) 
变 。 重 类 型 河 用 子 程 序 时 的 内 容 共 子 程序 返回 时 的 内 容 
N I | 身 击 度 效 昌 NN 三 69 | 不 赛 
: R 不 这 
EM 二 维 数组 人 ND1,ND1) 质 呈 矩阵 | 全 
KR 蛮 
Cc 二 维 数组 (CNPLNDD | 蛆 尼 短 阵 | 不 
蛮 
EK 一 维 煌 组 EDL. ND 困 度 第 阵 | 不 | 
’ 不 变 
YY 一 维 数组 (ND1， 影响 关 生 | 
NDI I 主 程 计 中 EM ,C, EEK, 1y 的 维 数 | 不 变 
DT RR 地 面 运动 加 近 度 时 间 间 隔 ( 剃 位， :| 不 变 
nn | 1 地 面 运动 加 过 度数 据 总 数 | 不 变 
一 RR pe 、 
DPY 一 维 数组 (NDY) 地 画 运 动 加 速度 时 程 (单位 ，cmygsJ 不 蛮 
CC 一 维 数 组 AND，， ND2) | 不 必 赋 但 | 绝对 加 速度 反应 短 阵 
VEL ve | 二 纵 娄 组 (Di ， ND2, 不 必 同 慎 | 相对 速度 芭 应 矩阵 
DiS i 一 纵 圾 得 CNPDi， NDs) 不 必 赋 值 相对 位 移 矩阵 
D , VEL, DIS 
NDa 1 天 时 话 中 太 YT,ACC, ¥ 不 变 
【2 ) 必 时 的 子 程 序 及 函数 子 程 序 
MINY 
程序 表 
攻 青 宙 让 和 业 业 和 MF 工 
已 BHBROUTINE FOR RESPONSB OF MDT DEGREE- oP~EREEDON STSTEN MDIOF 2 
此 Es |: 聊 曲 用 尚 Ee 钾 次 本 里 | MDOF Ej 
心 DOF 和 
[| CODED BY YY.ONSART MDOF 5 
已 MOOF 6 
已 PURECOSE MDOF 7 
全 TO SOLVYE SIMULTANEOYUYS FOUATIONS OF MOTIOH oF MULTIT-DEGREE-OP- MDDE BB 
FREEDON SYSTEN WITH GIVEN MNSS, DAMPING,. STIFFNESS MATRICES HDDOF 9 
它 AND EXCTTED BY GIVEN GROUND ACCELERATION HOF 19 
Cc MDOF 11 
ee. UHRG HDOF 12 
CEE, DDRII EM.C ,EFI IV ND PDT, NN DDY AC TED ,DIS ,HD2} MDDE 13 
六 HPDF 14 


PESCRIPTION OF PARIMSTENS - MDGE 工 条 
二 各 一 WUMAER OF DESREYS DPF PTREENON MN.LE. ES MDCs .18 
C FMIMDL, NDI} ~ MRSS MATRIX wor 17 
[a et MD1, HD1) -= DAMPINS MATRIX MDDOF 1g8 
Le EFK{ ND ,HDLY 一 STIFFNESS MATRIX MDIDOE 13 
[i IVLNHDL) 一 INFLUENOE VECTOR DOF 2 
C HDL = DIMENSIGN OF EM,CG, EK IN CALLING PROGRPAM TESE 21 
[ee DT 一 TIME INCFEEMENMT TN ACCELEROGRAN IN EEC MIDOF 22 
Ct NN 一 TOTNL NUMBER OP DATA IN MOCELERDGRAM MIDOF 23 
[ee DP ND23 =- RCCELEROGRANM YN GhLES DDF 站 
[eo DCEC{ HDL HD2) 一 APSODLUTE MAOCELERATION RESPONSE MATRIN HOOP 卫生 
[4 VELE MDOTL ,HD2) = RELATIVE YELOCITY RESPTONSE MATHIX MDOP 2€ 
总 了 IST IDL HHDZ] 一 RELATIVS DISPLACEMENT RESPONSH MATRIXY HPO 2 
它 HD2 = DIMENSION OF DDYACC YEL.DIS TH CALLENG PROSRAM MDOP 2F 
MDwE 29 
C SUBROUTINES AND PUNCTION SUBPROGRAMS REAQUIRED MDOT 3 晤 
它 MINT MDOF 31 
c WDDF 32 
SUEROUPINE MIOF(N,EMC, EN,TY, HD PD?, NH DDY, NMC, VET, DIS ,ND2Y MDDEP 93 
安 TDOF 当量 
DIMPNSION EM NDT ,NDL? .SEHD ,NDLY, EF ND] RD) ITCNDL] ,DRY MBA F MDOFT 35 
RCC HD ,ND2) , VEL MDL NDZ2} DISt ND ,HD2) MDOP 3é 
DIMENS ITOH RUGH, E65) ,EC EO) ,Pl SG) ,RMIVL EH) ,ROC SH GH) ,RET EI, SE} DoF 37 

DDXC E87 ,DXL FS) ,Xt E48} - MDOF 3 
Cc MDOF 3 
全 INITINLISATION MDDF 二 部 
已 MDOF #1 
DO 128 I=1,M MDOF 4 

DO LB J=1.,H MDOF -和 
RTTI -EM TT}+CL TIT) DT 瑟 。 林寺 呈 其 工 ， 订 开 2， 灯 》 三 二 MDOF 4 

i118 CONTINUE MDOF #5 
El I -8. MDOF 上 
FLITEG. WPOF 47, 

,TL28 CONTINUE MDOF #6; 
CALL MINVIN,R SU} JHDDE 49 

DD 15 二 = 土 + 其 MDOP 5 

号 L= 负 5 BOP 5 “ 
PO 149 可 =1 ， 算 MOOP 52 
BM-SM=At TT} EMLT TI FFLOAT! IJ]3 ， DIF SF 

后 让 JDGPF 5 
SK MDOP 55 

Po 139 =1 ,3 MIOF .SE . 
SC=SC-Rt 工 -区 mwC 有 订 } MDOS 5 了 
SE-SK-AR(T,KIrER ES) MDOPF SH 
43 CONTENUE MDOF 59 
HEC IT} WDOF 6 
RE{ YT ,Tl=5E WDOF 61 
L4H CONTINUE MDOP #2 
FMIW I}=5SM MDDEF 站 省 

15g COMTIHCE MPOE 5&4; 
七 DOSE és 
它 RESPONSE COMEOTATION DOi 5 
石 MEDEF £¥ 
Do 198 M1 ,WH 30DDE 6 答 
DO 17H Ia 又 HPDF 69 
SDDX-DIYCMITEWBITCIY MoOFP 7 
DO 168 K=1 也 MDDE 71 
SDOX=SODKhet TEIWELRI#PE(L TEI*PIXY . MDGF 72 

LF CONTLINUE PDOF, 73 
DPX I}=SLDX MDOF ?4 

Dt TIE 工 ) +SDDKADTA2,B MDOF 了 5 

“ 区 工 ) FC 工 } SOON DT MOQF 7 了 5 
RCOL I -SUDE+DDYt MY FF 7 

EL TMIwD:t I) DOE 人 

PISUIT MI -XL IY MDOF. ?79 

了 ?名 COMTINUE MDPOF 88 

BD 8 T=1 ,和 HDDOF BY 本 

Et IJ=DXE I) +DDRt ITI KDT/ -新 MPOP gS2 

Et T}=X( TI +r DXLLYDL IYI DR 。 攻 MDDF 83 

8 COMNTINUE MDDF 94 
9 CONTINUE MDbE 35 
RETURY MOOF BE 

END ， = DO3 BY 


1 例题 8.131 编 出 求 例题 4,.1 中 双 质 点 系 对 地 震动 加 速 庶 反 应 的 主 牺 序 ， 设 阻尼 系数 
c=1.0: C=0.8t:s/cm, 


[ 解 】 程序 如 下 : 
" 230 。 


DINENSION mz, 2 Ct 2,2), EK{ ?2,2) Tt2} RMEL 121 ， FMTL $3) ,PDTt IF} 5 3 
C{ 2 ,BOB) rvELI 2, Bao, DIsr 2,384 = 

-DRTR Eg B55, .80,8 SHO. 05087 CAG- 3 
e: 2 EK/128.» 1209. 12m, 248, /117 7 到 
; 汪 
READC 5, S81 RME ,DT ,MD ， PE， 世 
READt5,PHT) (DDYLM}, M=j ， 了 
CTLT MOPE 2 ENS ER, IV 和 39， HN DDT ACE ,VED DIS, Bn} 所 
BTOP 9 

- 1 

SEL FORMATL ZN/ /ET SIIS/SAL) 2L1 
END 12 


结果 放 在 数组 4CC，EVL，DIS 中 ， 设 输入 为 埃 尔 森 特 罗 1940 南 北 分 晤 地 震动 时 ， 质 点 
ms 的 绝对 加 速度 、 相 对 速度 和 相对 位 移 时 程 曲 线 分 别 如 图 6.14{a) 、{D) 及 (c) 所 示 。 

【例题 8.14 ”对 例题 6.8 的 五 质点 系 ， 设 各 阶 振 型 阻尼 比 均 为 5 为 ， 编 出 给 定 地 面 运 动 加 
速度 时 程 下 ， 甲 直接 积分 法 求 各 质点 反应 的 主 程序 。 

[ 解 〗 球 行 输入 式 (6.5.2) 及 起 《6.5.3) 所 示 的 质 莉 全 隆 与 刚度 矩阵 各 元 素 , 所 求 各 


序 如 下 : 


“/ DIMENSION AME 12) ,PMTC SY ,POY 2 788), st, 6 59}, ct 69, EY, ES és EN}, 芋 
EY WE EE 了 HE z 

z Dat EH 8) .ACE 69, Hi 本 55 DIS! Ey ri 可 

ce DhTA Mi SA, DANP/Y, S51, IV/ER"1/ DY SSw 癌 。 gr 总 
- READt SSOLY RMD, DT,I; :lt i 

: RERDT 5 FHMTY {DDIMY iL Ny 了 
READ{ 5, SHU2Y 攻 FIdL I, TY Ll ,Tol HI CE RE TT TH ,TY 只 

CRLL MOCHE HN, BE EK WU A SS 字 

CALT. Souet a. EM,U,KE, 上 GT 1 

Po 119 sei, 11 
DTT}e2. Ba A TYAN TT). 了 和 

234 CONTINUE ' 了 了 
GL PROMCEIU,A,N,H, SH, x 

LL PROMA,U EN EU Go) 15 

29 Tag 工本 iE 

128 T=1 17 
1 TY ; 1B 

28 CONTINUE 1 

, 卫 3 CONTINUE 2 
CALL PROMLE TEN HEH, FH} 21 

ChLL PROMCA, EHC, 时 ,于 6 22 

CALL MDOFCHN EM ERK:1iY, 8, DT MH, DDY, NEC, TELADIE SHY rk 

- EYoP 之 直 
已 2 号 
1 FORMNATL 天 2 及 二 /PTY, AT575R4 之 下 
瑟 昌 3 FORMATt SELY 上 本 ， 27 
ED ,, 这 和 


计算 所 得 各 质点 绝对 如 速度 、 相 对 速度 和 相对 位 移 反 应 时 程 分 别 放 在 数组 4CC，TEE， 
DIS 由， 输入 为 埃 杀 厅 特 网 1940 南 北 分 量 地 震动 时 ， 质 点 rzs 的 相对 位 移 时 程 为 二 锥 数组 DIS 
的 第 1 行 ， 其 图 形 为 图 6,15。 

系统 的 中 尼 上 矩阵 存 执行 第 22 条 语句 时 放 在 数组 如 中 ， 其 内 容 为 式 《6.93)》 所 示 。 

【例题 8.15] 设 图 6.12 所 示 的 5 质点 系统 具有 一 阶 振 型 阻尼 比 为 5 卿 的 内 部 粘性 型 阻尼 ， 
外 定 地 茄 送 动 加 速度 时 程 ， 编 出 用 直接 积分 法 求 各 记 的 最 大 草 力 、 层 间 散 力 系 数 及 景 大 弯 秒 
六 主 程 序 。 质 量 蜡 竹 太 刚度 比 阵 肥 行 输入 ; 和 省 姑 的 度 高 单行 输入 。 

[ 解 】 程序 如 下 ,到 求 出 反应 莉 的 第 26 条 语句 为 止 , 除 了 插 型 阻尼 系数 假定 为 内 部 粘性 型 


外 。 与 前 例 儿 乎 相同 。 
二 玫 呈 1 二 


PIMENSTON 下 MT 5 ,DDY LB ,EM 8, ESY ,Ct ES FE} , ER EH, EHY ,IV EB 于 
也 Wt EN) UL GH G8) At GH, 8} ,Bt BE, GH ,DL EH EO? UTI ET, 5 2 
之 SH ,DES GH, 1 HOF Pt Eo, SEEY ,Ot 生涯 1 OGY ， EE 
3 Rt EH, 1898} 二 
DATH AE DD YEO. SIEDIF. BHI. gr 与 
LATA 2 了 5 站 
心 3 
RERDt 5S, 381 DT,NA, FMT 丑 
READt So THT) (DDY MI ,HM=1 ,WN) 身 
FREAD 5 592} Ct EA TT TM T+:L MC LRUITI I MI Tp 了 对 
1 HIN,I), T=1,H} i 
CALL MOCH(I NEN, ERK,W,U AB, 0) 苷 之 
CALL DDNGK 项 ， EM, U.N Eg) ， 3 
Do 118 J= 工 , 配 I 
TIT.IT}=-2 Gr .SOW LY A TI TY 2 
318 CONTINUE 下 
CALL PROME EM UANNH, EI. EEY 17 
ChbE PROMLADIB NN GS SH) 19 
PO 138 I=1,H 19 
DO 178 J-iH 2 可 
UTEITIIUT ,TY 21 
128 CONTINUS 之 之 
138 CONTIRUE 23 
CARLL PROMLB UT A,N, NER Eg) 之 本 
CELL FROMIA, EHC,N,N, ER, 68 25 
CALL MDOFF MN, PMO ,BRIV, ES PT, HM,DDY, DIS.DIS, LIS, T1883} 之 总 
CALL PROME EK,DIS,P, N,NN,GE, 1 27 
DO 148 JF-1,H 28 
St R21 .8 | 
4 CONTINUE 3 
DO 15 台 TI -区 <】 SL 
TO 15g8 J=1,I EE 
SI,I}=1.H 33 
HI 工 , 可 ) = 于 IT) 34 
158 CONTINUE 35 
16 COMTINUE 3E 
CALL PROMNI SP DANN EI, og 37 
CALE PROM(H,O, RMN, NN G8,190o} 了 多 
TPRIETERT 61581 当 韶 
WEIGHT=Y. PE 
MAR= I 
HN". 4 之 
Do 188 工 <1v 对 [EE 
LNM*rl=I 是 所 
WEIGHT*WELIGHT+ EM 了 ， 工 ) 二 呈 明 帮 , 夺 Ce 

Do 178 M=1 ,NY 马扎 生 
AMAN=AMAYIL OMAX ABSLOL 工序 47 
RMAN2AMAXYI FMAY ,ABSL RIT MI IY 二 让 
-17 CONTINUE 人 
COEF=OMAXAWELGHT CE: 
WRITE! E .E02 LOMAX,COEF,RMAY 51 
1B88 CONTINUE 5 
STOP 转子 
心 基 包 
FOL FORMAT /FT.H/IS/SEtY 5 
2 PORMATI SPLE.)} ， 各 后 
E81 FORMAT B31 5 LHI 1H AF , SESTORY, 3X, 1HHSEERRt TON) ,3% 57 
1 18HSHEAR COEF, 3K,13NMOMENTL TON*M} > 5 如 
E82 PORNATI ]HO. 4A I3. Pl3.1 .Fl13.4, FP}t.8} 59 

EHD 


输入 为 埃 尔 森 特 罗 1940 南 北 分 量 地 震动 时 ( 景 大 加 速度 为 326cm/s*)， 输 出 结果 如 下 ， 


其 图 形 为 图 6.18 中 的 实 线 。 
导数 前 为 ( 芮 力 杀 考 ， 宪 着 (4- 四 小 
5 70.4 1, 3056 2 站 
4 114.0 1.1634 645 . 
3 42.7 1.0041 45. 
和 169.8 0.9120 1897 . 
1 


182.,1 0.8166 2410. 


8.3.5 褐 积 * 皮 逢 积 
设 系统 的 输入 及 输出 时 程 分 别 为 f 虽 及 旨 ， 系 衣 的 脉冲 反应 国 数 以 MD) 表示 ， 则 各 图 


3.4.2 所 示 有 如 下 关系 ， 
3 092 a 


gl) =f(t) * h(t) (a) 
fH) =8(t) ff h(t) (Cb) 
因而 给 定 输入 {人 ， 并 已 知 脉冲 反应 户 数 (人 时 ， 肝 应 8() 可 由 式 (8 ) 通 过 福 积 求 得 。 当 8 人 ft) 
由 观测 得 到 时 ， 叉 可 由 式 (b ) 通 过 反 裙 积 求 得 输入 (站 。 但 是 由 8.3.2 节 或 8.3.4 节 所 介绍 的 
直接 积分 站 求解 微分 方 程 来 计算 反应 已 没有 什么 困难 ， 当 给 定 反 应 来 扩 求 输入 时 ， 还 不 如 象 
后 面 例题 8.19 所 示 那 样 用 频率 分 析 更 为 有 效 。 所 以 作为 时 域 分 析 之 一 的 式 ( a ) 或 式 (4b ) 的 计 
算 有 几乎 没有 实用 价值 。 和 但 为 了 把 图 3.42 所 示 的 计算 体系 完整 地 交代 到 底 ， 这 里 只 讲述 一 下 裙 
积 与 反 福 可 的 数值 计算 原则 。 
a 。 补 积 
式 (a) 所 示 丧 数 帮 丘 与 5 日 的 祠 积 可 由 式 【3.[I2) 表示 如 下 
s(t)=) f(t 一 下 )ar (ec ) 


现 特 时 程 1 站 及 h(t#) 用 时 间 间 贤 为 4t 的 离散 值 表示 
fn =f(m 一 1)AAt 


hhC{ tm —1)At) } 了 


(0) 也 一 样 有 
gm 一 8 一 1 }At) m= ] 2 
出 起 1{c 的 袜 积 为 
8 一 DY) Jerho_rtAt m= 1， 2 (8.8) 
不 严 1 
式 (8.8) 用 和 抵 阵 表示 为 
{sg}=ChkI{f} (8.9) 
式 中 
i g1 起 
皇 上 ns A 
/ ‘ {8.10) 
{= fs {g} =0 ga [aR]=| js he A Bi 
. 产 好 了 hy 和 hh 


和 矩阵 [R] 如 式 《8.10)》 所 示 ，hw(ih 二 1】 ,2 "…N》 上 由 每 行 主 对 角 线 向 左 逆 向 排列 成 下 三 角 录 
阵 。 

b 。 反 福 积 

由 输出 的 观 油 信 推 算 输 入 的 反 补 积 ， 理 论 上 由 式 (2.9) 

于 了 下 一 [下 {fg} 《dy 

求 得 ， 但 是 只 要 5{ 人 有 一 点 误差 ， 中式 (d ) 推 算 的 {ff} 就 常常 组 不 稳定 。 轿 此 这 时 与 其 用 式 
1d) 痛 粮 求 得 ， 不 如 用 最 小 二 科 兰 求 平 崩 化 的 近似 解 。 

一 般 多 元 转 数 F(x%X,,%2…x4s) 的 无 条 件 棋 全 解 下 列 联 立 证 程 米 得 ， 


oF _ oF oF 
0 
但 是 如 果 六 个 变量 中 存在 联系 条 件 
Pits) 0 i=1 ,2 WN (ey) 


如 求 函 数 F(x, ,Xa…xa) 的 人 条件 亿 值 要 引入 待定 习 子 和 ,hoho 产生 新 的 函数 


天 
GS=FP(X XR) 一 2 >i hed (Kis Ka) Cf) 


对 畏 数 已 (29 xxzr) 的 无 条 件 极 值 由 


5C ac -0 .0 _ 
dX, 0 + OX 0, a (g) 


求 得 。 式 (8)} 有 个 方程 。 式 (6 ) 有 个 方程 ， 故 可 俏 定 NN 个 xX，# 个 的 值 。 上 面 的 入 称 
为 榨 格 庚 日 莱 子 。 和 由 式 《5.14)， 式 {8 ) 可 天 为 


aoG 
Bl 1 0 Cn) 
这 肝 ， 反 应 {8 } 中 到 式 (8.10) 第 2 式 所 示 B4 为 目的 各 分 其 有 值 ， 其 后 为 nn 个 零 。 而 上. 
第 3 式 的 C 丸 J 也 扩展 为 (N 十 RR》 深 的 正 下 三 角形 人 算 了 泗 ， 成 为 上 下列 形式 


gi 丽 
8 hs 了 
gs hs fa A 
{fo} ~ 
{9g} =i gw ) = | | [Lh]= | hw ee 和 
he 0} er Ee ee Fo rr ne 
0 0 hy ee ho fs 
四 [和 Nha! ks hr 
0 [1 4 局 一 有 LD Fl 
= | 
| [Rls 
所 求 的 输入 { 了} 也 在 式 (8.10) 第 1 式 后 面 浅 上 个 分 遇 ， 站 为 
i 
fa 
| [ f "| 
所 了 一 有 {fi 《 1) 
frr | 
了 yw 
实际 输入 也 只 有 丸 个 分 其 ， 风 (二 N 十 1 ,NN 十 2…NN 十 1) 均 为 夫 ， 妈 有 
{f={0} tk) 


式 (K ) 表 未 变 星 f Ci = 1 ,2 …N 十 4) 之 间 的 存在 条 件 ， 即 相当 于 式 〈e )。 
9 了 3 如 


和 
+ 
+ 


sr 


ba, 


用 式 ( 让) 及 (j) 所 表示 的 { 了}、{ 8 } 与 和 其 能 近似 端 足 美 系 式 (8.9)。 设 短 个 时 刻 的 
误差 为 ez: 二 1，2 呈 NN 十 4)， 则 {8} 一 {8} 一 [Ch 34 了}， 使 误差 达到 万 小 的 明 标 晴 数 ， 


也 就 是 误 英 的 平方 和 为 

坷 十 寻 

F= De={e} {Ee}—({B} CHRI{T {8}— CnI{}) 
让 一 上 
{8} —{f} ChI {Ss}— Ch I{f}) (1) 
引入 如 下 形式 语 CN 十 下 ) 阶 方 阵 和 敌 一 ， 
[DO [C01 {0} 
E == E ?To— = 
CIEE) 上 1 | 人 { 1 Cm) 


式 中 EI 为 意 位 算 降 ，[ 入] 为 以 拉 格 妆 日 绞 子 %， (i 二 1 2"…n】 为 元 索 的 ni 阶 泉 量 。 
运用 式 (m) 的 [CEJ 和 式 (j) 屯 {了 }， 可 将 式 (k) 的 条 件 表 为 CEITIF 了 }={0}。 因 而 成 {f) 
中 的 凶 数 G 可 几 式 (1) 及 式 (m) 的 笑 量 { 工 } 家 为 

G—=({B} — {CRI BE} CRI )—2{L} LEI {ST} 
—{8g} {at—{f} CRI {SH—{E hI RI RI 2{L}" 
xCEI{I} (n) 
再 用 式 {h ) 即 8G/84 了} 一 {10}， 对 式 《nn》 逐 项 进行 售 微 分 5G/6{f7}， 套 照 式 (5.42) 及 
(5.44) 有 
ol({B}T{8 y/o{f}={0} OAFLARITEE /OL =[Ch)IT IS} 
oligE hI /T= YIg} OE YTChITOhRILT Po{F } =2Ch)T 
x[LEILT} 
OL{ LIT EDF /otf }=[CEI{L} 
景 后 得 
CRITCRI{ FF }= hrTgs} + [CEI{L} 
由 小 ( i )、{j) 和 { k )，. 上 式 可 写成 
[ [ChgaCh yrs i+ Ch CR) Ch y Chr ] (i)} 


CRIT Cha ChIT Chy,, {0} 
-| [站 ?8 ee ] {g}s + 人 2 人 
C0) Ch {0 Co 下 TJ {A} 


展开 后 第 一 行 为 (ChIEsCRDyy 十 [CRITaCRIon) 站 一 [FS 也 就 是 {fw 一 (ChIEy[Lhyjww 十 
[PE CRIow) :ChIR{Bn 将 { 税 w 及 {8}s 用 式 (8.10) 所 示 的 原 记 号 条 } 、{8} 洗 示 ， 则 成 为 

{f= {CRINy Ch ChIr Ch) nn) :ChIsn {8} (8,.11) 
根 根 这 个 公式 可 求 得 离散 形式 时 程 的 反 宰 积 。 


8.4 疗 率 分析 


3.4.1 恢 速 寅 里 宫 变 挨 
离散 数据 xwn(m 二 0 ,12 和 N 一 1) 的 守 里 容 变 找 及 其 道 变换 和 出 式 (3,161) 及 式 (3,160) 


A 
ST 


*» 235 ， 


1 二 
C= bE ae k=0,1,2" NN! 
三 一 
_， {8.12) 
一 DS Crets renin m1,2°"N—1 


KE 

J] ,W.Cooley 及 J 了 .WTukey 开 发 成 巧 一 种 极为 快速 地 计算 这 个 变换 的 方法 , 称 为 库 利 - 
图 基 (Cooley-Tukey》 洁 或 快速 富里 衰变 换 ( 简 称 FET)。 

下 面 的 程序 FAST (Fast Fourier Tranform) 是 作者 参考 NN ,M.Brenner 的 程序 ”改编 的 
钦 速 富里 误 变 换 程 序 。 使 用 时 的 注意 事项 在 下 面 叙述 ， 方 法 的 原理 可 参考 Brenner 的 原著 六 
或 作者 的 另 一 著作 。 

( i) 本 径 序 可 用 平 计算 富 里 哀 变换 及 道 变换 。 留 心 式 〈8.12) 的 第 1 式 与 第 2 式 可 以 
发 更， 两 者 只 是 指数 的 符号 不 同 ， 而 形式 上 完全 一 样 ， 央 而 变 蝇 取 IDN 一 于 1 可 分 别 或 富里 
衰变 换 及 道 变换 。 

( 主 ) 所 给 定 的 数据 xn 或 C, 都 必须 是 以 相等 的 时 间 间 虞 或 频 闪 辣 隔 维 出 的 数据 。 

(iiiy 数据 总 数 必须 是 2 的 幕 数 次 冠 ， 不 满 是 前 要 在 主 程序 中 将 数据 后 面 补 怜 ， 使 总 数 
为 2 的 整数 次 加 。 

(ivy 可 以 将 输入 数据 与 复数 型 的 变换 信 契 同 -~ 个 狼 组 处 理 ， 由 于 能 直接 对 复数 型 数据 
作 变 揪 ， 通 常 应 给 出 复数 型 的 数据 。 因 此 对 实 救 数据 作 变 换 时 ， 在 主 程 序 中 要 将 其 变 成 虚 部 
全 是 0 的 晤 数 型 数据 。 反 过 来 给 定 复数 的 富里 全 变换 系数 CE 0，1，2… 和 NA， 而 逆 变 
换 xm(m 二 0 ,1 ,2.N 一 1》 为 实数 时 ， 为 满 是 答 件 式 (5.163)， 变 换 悄 的 后 半 部 应 加 上 
共 轨 揽 歉 Cy 一 Ci(E 二 1 2-…N/2 一 1)。 

Cv】 时 程 数 据 x= 的 时 间 间 隔 为 At( s ) 时 ， 富 里 衰变 换 值 Ce 在 频 举 间 而 4Ay 一 17(N A 
(Hzy 上 给 出 。 提 样 变换 值 数 据 的 频率 间 中 为 4Av 时 ， 赣 变 疝 箱 的 时 间 间 限 为 4 一 17(N 4y)。 

(viy 在 进 往 富里 误 变 换 时 ， 所 得 结果 是 变换 值 的 W 错 ， 因 而 从 该 子 程序 返回 时 ， 要 在 
主 程 序 中 再 除 以 X 。 但 用 本 程序 计算 逆 变 换 时 就 不 要 作 这 种 处 理 ， 计 竺 结果 本 身 就 是 着 变换 
值 ， 这 一 点 只 要 注意 到 式 〈8.12) 的 两 式 中 有 无 系数 1/N 就 可 知道 。 


玉 AST 《快速 窗 轴 嘉 变 换 ) 


目的 
对 给 定 等 问 珊 复数 型 数据 作 富里 襄 变换 或 道 变换 。 
使 用 方法 
( 1 ) 连接 方法 
CALL FAST(N ,X .ND,IND) 
变量 类 型 | 调用 子 程序 时 的 内 容 | 从 子 程 序 返 回 时 的 内 容 
N ] I | 歼 据 或 变 欣 信 的 总 不 变 
x ] 一 计数 组 (ND， | 等 问 丙 复数 数据 | 窗 旱 训 变 换 的 轩 倍 


19) Brenner, N.M.: Three Fortran Programs That Perform the Cooley-Tukey Fourier Transtorm, 
Massachuaetts Inastitute of Technolosy ,Taly 1387. 
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( 续 表 )】 


调用 子 程序 时 的 内 容 | “从 子 程 床 用 条 时 的 内 容 
序 中 互 的 维 涩 | 不 这 
富里 谨 变 换 时 ji 了 一 一 上 ; 
IND | 1 沿 少 况 逆 变换 时 IND= 1 不 变 
La 一 
《27 社交 事项 
1 ) NN 必须 是 2 的 整数 次 嘻 。 
iD) 富里 家 变换 《IND 一 一 | ) 时 ， 变 换 值 被 扩大 了 N 倍 。 
《3 》 流 要 的 子 程序 及 国 数 子 程序 
发 案 澳 于 考生 和 让 间 币 上 业 和 主 交替 咕 击 澳 而 千 让 寥 评 和 上 3 生 
蕊 EUBROUTINE FOR FAST FOURIER TRANSFORH 了 RST 2 
二 寒 坎 拉 有 商 当 机 有 站 坟 二 下 省 而 表 育 半 轴 二 刘海 AST 各 
‘七 ' RAST 三 
并 CoPLD BX Y,OHSAFE FAST 与 
:化 FAST © 
4 “Pyrrcss 一-- ~ EAST 了 
到 ‘TO PERFORM FNST FOURIER OR KHYVERSE FOUARIER TRANSFORK OF 了 RST 容 
i 尾 + Rh SERIES OF ENUT-SPACED DATA PAST 身 
沁 VaacE 了 RST 1F 
9 CALL FhSTIH.Y ,MD, INDO ; FARST 1 
和 ， ”、 FAST 1 之 
[3 DESCRIFPTION LO PAFAMETERS ~“ FAST 1 
局 H — TOTAL NUMSER OF COMPLEX DATA ANMD THANSPORMED VALUED FAST 1% 
[2 HNDY ~ EAVI-SPACED COMPLEX DATA/TRANSFORKED TALUES DB FEAST 15 
[= 拉 ChLL/REPTURYN - ' FAST 1€ 
CGC 吉 一 DIMENSION OF 其 IN CATT TN PROGRAN FasT 了 
[| TD -= TMD="-1 POR POVRTTER 于 四 下 全 二 十 DR 下 及 号 开工 加 
一 公开 EORNR THNYERSE FOUATIER THANSFORE PAST 19 
CC ， FAST 之 5 
EC . REMARES 下 RST 21 
巴 了 NM MIST BE EOUAL TO POWERS SF 2 RST 2 之 
[ed Ce) WHEN INDe~l, TRANSFORMED VALUES ARE MOLTIPLIED BY 2 .FAST 4 
站 ”33 EXAMPLE OF CALLING “ FAST 3 二 
它 ” - COMPLEX ALlOZSY RRST 3s 
G DIMENSTON DATAr TS2t4 FAST 2 
Cc DATA W/o247 , PAST 2T 
Cc TO 1 Mel,NA FAST 立 请 
t BLM =CHELYE DATAL MY ,HS.DY FAST 29 
[ 1 LONTIMUE FAST 3 
[eo CALD FASTIANA, LEZ4 一 全》 AST 31 
心 Fh3aT 32 
总 1 也 ST 33 
辟 MN.M,. BRENNER/ THREE FORTRAN FROGHAMS MHAT PERFORM MEE CoOLEY= ERST 34 
ff i MUEEY FOVRIFER TRANSFOWY fF MIT JULY 1967 PAST 35 
C T 
它 DERDUTINES AMD FUNCTIDN SUPPROGRAMMS XRDYRED FAST 37 
c le - EAST 3 
已 _- TAST 3$ 
FUEBROFTINE FASTIH,X,ND, IIDI FAST 4 省 
[ed ， FAST 41 ， 
COMPLER XNDY, TENP, THETA | 证 由 上 各 空 ， 
已 下 .PAST 3 
宁 s1 ， 入 SP 
DO 148 工 < 了 ;更 - PhST 95 
' TFT.GED) GD TO 18 下 且 5 了 ,二 在 
和 TE -Xt FY 1 了 六 5T 电 时 
_ NT I 上 RST 4 风 
= XITI=TEMP FAST 49 
' 119 MeH/2 ， FAST 5 
1 A028 TEFT. LEN) go TH 138 1 ST 主 
" Ep py | PAST SZ. 
MeMA2 : FAST $3 
LINGE,2} G0 TO 128 ‘ FAST St 


EST 5 


ek 了 wd PAST Sh 
和 CouYINUD FAST 57 


KMAX=1 
BD LE{EHAY. GE.N}Y RETURY EAST $8 
ISTEP-KMAX*Z FAST 59 
DD 178 KE=1 .KHh EL 
THETA~CMPLNtC JG. AS.1e1552*FiONMTI THND*I 其 一 人 放下 开店 及 四 EMARIY TST 全 
PO 146 IaK,H:ISTED 
I=I+KMAY 
TEMP-N{ 可 )》 *CEXPL THETAY) EasT 5 
RTIeNt II-TENMD EASY 5 
WET I HTEMD AS 6f 
EF CONTINUE FasY 67 
1 了 5 SONTINUE FASY 6 
FEHRX =ISTED EAST 全 
GO TO 5 ES 
END 


【例题 8.16] 编 四 读 入 加 速度 时 程 数 据 上 红 求 富 所 衰 振 幅 谱 的 主 程序 。 
【 解 ] 竹 序 如 下 ， 


COMPLEX Ci 19241 
DIMENSION MAMEf 12), PMT 5} ,DoYt lago) ,Et 513} 


REAPL $5, 581} NAME,DT,NN, FMT 
RERDt SyFHT) (DpY( MY ,M1 ,NEY 
DO 11g8 机 RS . 
COCMI ACMPLXT DDYC HY ,HE.H} 
T2198 tONTINUE 
Te 之 
28 IFE(CHTGT.NN) GO To 13g 18 
HT=NT "2 11 
刀口 全 D 128 工交 
138 DO 148 HeHNH+1 ,NT 13 
Cr) el 8. 8, 8.A) 14 
1 CONTINUE- I 
HECOLD -HTA2+1 3 
CALL FASTCNT,C,1A24,.-1Y 17 
Po }5a Kni,NF"TD 和 9 
EFI) eCAASI CF KR}, :nm EE | 
5 ONTINUB 2 二 
BTOP ' 宇 卫 


必 
So1 FORMAT( I2R4/ /FT .HIS/SNALY 之 


计算 结果 所 得 的 富里 衰 氛 幅 谱 放 在 数组 F 中 。 输入 加 速度 时 程 为 滩 尔 森 特 罗 1940 南 北 分 
量 时 ， 图 形 如 图 3,.34 所 示 。 


83.4.27 频率 柄 上 应 医 数 
本 程序 FRES (Freguency Response Function) 用 于 计算 天 3.3 记 示 的 9 种 频 率 响 应 国 


数 。 由 变量 INDD 指 定 计算 的 类 型 。 兴 容 不 过 是 单纯 的 复数 运算 。 按 此 子 程序 可 求 得 从 6 二 0 
到 二 (N 一 1)4e 的 N 个 频率 网 应 函数 入 (0@ ) 的 值 。 


be 


FRES (频率 响应 函数 } 


目的 

计算 单质 点 有 阻尼 系统 在 雍和 地 面 运动 作用 二 的 频率 响应 函数 。 
使 用 广东 

(1) 连接 方法 


CALL FRES{(WB,DAMP, DW ,N,H ,ND,IND) 
. ; 癌 用 了 程序 时 的 内 容 头子 程序 返回 时 的 内 容 
Wa RR | 系统 无 忆 尼 固有 加 频率 (间作 ， 卫 下 /中 | 不 诸 


不 村 


系统 所 尼 比 [无 明山 小 数 ) 


™ 本 上 


{ 续 直 ) 
一 硅 | EE 调用 子 猩 序 时 的 内 容 TT 从 子 各 到 反 辐 寻 的 内 容 
pw RR | 频率 几 应 二 数 的 频率 同 证 (单位 ，rad/s) | 不 ”点 
| y “| 是 率 响 应 当 数 的 茹 握 总 数 不 次 
H 一 弦 数 中 (MD) 不 几 醋 信 | 频率 响应 函数 
ND | I 主 哥 全 中 克 的 维 数 本 不 变 . 
IND I ”| 需 率 响应 函数 种 美 ， 和 参照 下 表 不 变 
IND 下 哇 _ 
绝对 加 过 度 。 ”| 相对 违 庶 相对 位 移 
芳 建 度 和 | 11 | 12 - 13 
i 一 Oe 
莹 御 | EE 和 | | 四 


( 2) 必要 的 子 程序 及 图 糙 子 程序 


无 


程序 表 


A nnnidninN 人 nnmaAnannnnning 


站 


前 宣 兽 二 业 让 


SUBROAUTINE FOR FREAUENCY RESPONSE PUNCTION 


得 区 省 和 


TODED BY YDHSAKI 


PURPCSH 
TO COMPUITE FRENVENCY RESPONSE FUNCTION BETWEEN RESHONSES OF 
DAMPFED, ONB-DESRER*OP- -FREDOM SYSHTENM AMD HAARMONIC GROVND 


MoTIONS 


USAGE 
CRLL FRESIHB, DAMP ,DIN HHD,INDY 


DESCRIPTION QF PARAMETERS 
WB = NATURAL CIFRLULAR PREOUENCY OF SYSTEM IN RhD7SEC 
DAMP ~- DAMPING FACTOR OF SYSTEM TH DECTIMAL FRACTION 
Fi = FREQUENCY INCREMENT IN FEREDNUENCY RESPONSE FUNCTION 
IN RAD/SEC. 
Rn = TOTAL MUMBER OF DATA IN FREAUERNCY RESRONSE FUNICTIOH 
HNP} -= FREOUENCY RESPOMSE. FUNCTION 
3D 二 DINENSTON OF 过 IN CALLINSG PFROGRAM 
ND - SEB FOLLOWNING TABLE 


lh EE Wp pm er HF 0 ee TF EF itp EA EE er ee ee i ee ed EE EF he EE hy rete Ep om i we oh er HE His I tm er tee Hr nh th 


I 主 RESPONSE 工 
工 THD TI- -I 
工 I ABSOLUTE I RELATITE FICRTIVYE I 
芋 - 工 ACCELERATION I YELOCITY I DESPILACEMENT I 
I T---~---------- I--~----~—— 1=~————~——-—~—— 中 
I I ACCELERATION I 11 I 12 I 13 玉 
TI MOTION 工 ~ 一 -~ 一 -一 -一 一 -一 工 ~~ ”~ TI- 工 -一 ”一 “~ 一 一 工 
I oF, 工 VELOCITY 工 21 工 ?2 工 、 23 I 
I GROUNP 了 -~ 一 ~ 一 -一 一 一 ~= 工 -一 ~ I~~ ~- 一 -~ I-"—-= 一 ~ 一 一 一 ~ 一 二 
I I DISPLACEMENT I 31 I 3 之 I 于 于 I 


9 th ee ee he ee hm 


SUBROUTINES PND FUNCTION 3UPPFROGHAMS REQOUIRED 
MONE 


BUBROUTINE FRES(HS .DAMD DH NH, Mm, INDY 
COMPLEX HENDI NINAG 


坷 
村 
到 
镭 
证 了 


了 工 =TYDALB FRES < 
VU-MOIN IND, 193 FRES 45 

= 冰 。 休 FREG 46 

bo 工人 Kl, FRES 47 
WIMAG CMPLXT 全 .FM 所 RES 吉 民 

了 [及 ) 一 一。 果 站 和 卫 六 守 汶 一 名 为 为 器 半 宅 守 DD NR TMAG RES #9 
IElLY,. BO.3Y GO TO i178 FRES 5F 

其 ( 折 】 =H( KHIMAG FRES 5 
IEC[ 可 .BO-21 G0 TO 119 RES 点 2 

Hr KI Ht 区] IMAG+L FRES S59 
E18 TFLUT.ES.1) 30 T0 138 FRES 54 
To 128 L=-1,1I~1 于 RE 与 

HI FY} =Ht KI NIMAG PREA S65 
12H CONHTIMNUE FRES ST 
38 WH+DW PRES 5 
主语 它 ORTTHUE FRES Sy 
RETURE 了 RES 志春 
FRES 6 


EMb 


【例题 8.173 编 凡 例题 8.8 中 用 频 举 响应 浮 数 求 绝对 加 速 典 反 应 的 主 程序 。 
[ 解 } 程序 如 下 ， 与 图 3,5( a ) 相 间 的 结果 放 存 数组 4CC 中 。 


CONMELE* Ct ip2t) ,Hts13) 业 
DIMENSIOHN PNT! SY .DTDY 985) ,MCPt SOPY 了 

e DATR RTIrIB247 C/E EO. HI 3 
READt S$, SH1Y DT, NSE, FHT 
READ( 5 ,FMT) {DDYM: ,Mr1 ,NYY ,所 

PO LA8 H=L ,mM J 

， CCM] CHOLINE DDYC HM) /FLOATI NY 8. Es 看 
TI 好 CONTINUIE ‘9 
CAEL FhETENT, F124, -1) EF 
WEOLD=NT/2*1 :了 1 

WE=6 ,3B /HE, 4 12 
,DVB .F318SA( FLOF TI RTY DY} 13 
ChLL FRESCHB, G35 ,DH NEILD,H, 513,113 1 

CE LaCt LI 15 

DO AZE Ka, NFOLDO-L 工厂 
URInCLE "HCE 17 

CL NT+S-K)-CONICL CL EYY 18 

‘22 CONTINUE 1D 
CNFOLD} -CC NEOLD) IT NFOLDY 全 雇 

CALT FASTLHTC, lH2t,+1y 21 

Do 13 台 M=1 .NH 22 

RCC MI REALL CM} 玄 计 

38 CONTLINUB 、 2 
c ST0P - 二 
SOL FORMATL IPFT .HIT SNR4) Ed 
er Pn 全 可 


【例题 6.18】 给 定 地 而 运动 时 程 ， 编 出 求 例题 8.4 系 统 反 应 的 主 程序 。 地 而 运动 时 程 按 


3.1 节 中 的 格式 输 人 。 
[【 解 了 设 与 例题 8,14 一 样 输入 系统 的 质量 及 刚 座 年 阵 ， 程 序 如 下 ， 


CE Ct 1024) ,Hm S13 | 六 

HER RMT DU BOG} ,TH BH EF) ,ER FO, FY 五 RE ' 

DES, Gh) ht 6, SH], Bf Ge CHI Rel EE 1 EE Mt Eos ， z 
ThTR RES/iageae"g. gr 和 
PhTE H/SF MMODE/ 5/ ,DAMP/ Sw . Sr 354 
READt 3, SH1) DY, NA, FMT 5 
了 DC 5, ZE {DY NI NeI .3H) 宅 

2 {EMIT ,TL 区 
cA, MOCHUN, EM BE HDA BE EI) rl Eola) 3 

iB IF{NT.GT. NN) GO TO 12 | 起 
MT 33 
Go TO 11#8 太志 

2 MFOLD=MNT/2+1 " 卫生 
PDH-E .203185 /FLORTtNT?Y /oT 3 
DO 29 可 Lo1,3 23 

”25+ 人 


2 和。 


Do 188. T=1, NMODE | 19 


CALL FRES{ WIT) DAMPL SY DH MEOLD HS13 ,THDY 2 

TO SS 各 M-1,y 这 久 
CMI -CHPLNL DPIC MI /FLODT( NT Fd) 22 

435 CONTINUE FE 
DO 148 MaNNrL ,NT 2 
Ct EF 

4 CONTLINOE Ed 
CALT, PASTI HT, C,H24,"1) 27 
CL) = 如 5 Ly et EY 站 

TO 158 Ke2,NFOLD-=I 23 
ERI ECE} AH Y Py 
CENT+2-H}Y SCONIG!I CE 其 计生 31 

38 CONTINUE 32 
CEEOLDI -CI HFOLDY “HL BFOLDY 33 
CATL, PASTI NT CLI2L, +1} 安生 

po 175 I=1, 3 

Do 15 N=1 ,HY 3 
站 及 3 TM RBS I MTSU 工 TI ATAL CE MI 37 

扩 E 和 CONPTINUE 3 和 8 
375 CONTINIE Ed 
19g CONTPINUE 4 
298 CONTINUE 名 入 
Sep 42 

ce, 二 3 
SB1 FORMATE ET ,HS/IS/ SR) Po 
SH2 FORMAT( SE1G,£) 5 
END #5 


计算 结果 故 在 三 维 束 组 RES 中 ， 第 1 下 标 袁 示 由 上 层 数 起 的 质点 编导 ， 各 质点 的 绝对 加 
速度 、 相 对 建兰 及 相对 位 称 反 应 分 别 让 在 笋 组 的 第 3 下 慰 为 1，2 及 3 的 部 分 。 

【例题 $8.19】 在 上 例 中 屋顶 《质点 ms) 处 溃 定 地 震 时 的 加 速度 ， 其 时 程 以 时 间 间 隔 为 
0.018 ， 上 总数 为 800 个 数据 离散 化 ， 以 格式 10F8.2 输 入 ， 写 出 求 地 重 i .如 速度 时 程 的 主 程序 。 

[ 解 ] 程序 如 下 ， 地 醒 加 速度 时 程 放 在 数组 DDY 中 。 


COMPELER Clot ,Ht 513) ,HIt513Y 于 

DIMENSTON ACC( BEY EME SS SY RRC SSI WE SY US, StS , 至 

1 BLS5,5} ,DDYt 384) 要 

DATH CFLI2E 和 MT HS 训 站 厅 古 了 本 

立 瑟 

及 END 5 5013 {ACCF MY ,MM-1. BOT} 闯 

RERDM 5 , 582} CCEM TITY ,TL SY Tl) ERLTeTF I=L 5 LI" 7 

CRLE MOCE SENM ERHUABS) 稚 

Po iy Ml ,Sn 各 

CU MY -CMPLYL CC MI /1 2E .HY} 1 二 

了 1g CONTINUE 了 了 

CALE FASTE lO24 ,CiP241"1} 12 

DH=6, 2831 B35/ 1824.0 31} 工 当 

DO 13 和 可 =- 工 +5 生 量 

CALT FARESIWII) .BIST S13 Hi LL 半生 

DO 了 2 身 K=ml.s13 1 

HEK)=H{ EI TU L,I" 17 

2 CONTINOE - 18 

3 COMNTINUE 1 

: Cri)-ct1) /Et 1 、 a8 

DO 34 Ke2 ,512 2 

CLE-mt RIAH EY 之 之 

， Clo"KEI"COMIGt Ct KY 2 和 

48 COMTENUE 2 

Cr S13 Pt 5I3)AEL5I37 之 5 

ATLT 下 及 号 下 5 1 人 之 他 

DO 工 5 Ml ,SS 23 

DD MImRERTT CE HI }' 2& 

158 COMTINUE Fa 

STIP ， EE 

全 ’ 1 

" SH1 PORNAT lOF3,.2) 他 之 

与 2 三 口 RM 我 并 5 六 生 帮 后] 和 和 

- BHD . - 3 攻 
是 


8.5 实验 分 析 


用 大庆 的 方法 使 实际 结构 物产 生 尽 可 能 简单 的 振动 并 加 以 猎 定 ， 由 此 得 镜 有 关 结 构 特 性 
* 3241 。 


的 数据 ， 这 种 试验 碟 为 振动 试验 。 振 动 斌 验 主 要 分 为 ， 

(i)》 自 出 振动 试验 

(ii) 强迫 振动 试验 

紫外 ,大 地 关 是 处 于 振幅 为 微米 级 的 微小 振动 中 , 称 为 脉动 。 在 地 面 脉动 识 发 下 ， 结 和 枸 物 
本 身 也 专 与 其 固有 频率 相近 的 频率 作 微 小 振动 。 通 过 测定 结构 物 的 这 种 微小 振动 ， 也 能 获得 
有 闫 振 动 特性 的 许多 有 益 资 料 :”。 

但 是 这 类 试验 中 ， 虽 然 在 程度 .上 因 情 况 而 异 ， 芭 受 结构 物 设 置 场 池 的 好 茜 据 动 特 性 影 
响 ， 难 以 得 到 纯粹 的 结构 物 振动 特性 。 

将 结构 物 或 其 一 部 分 槛 型 放 在 振动 台 上 ， 施 加 任 贮 的 激 振 为 来 观测 模型 的 反应 ， 称 为 振 
动 台 试验 ， 以 往 仅 能 作 比 较 小 型 的 横 型 体 试 验 ， 现 在 正在 修建 可 对 实际 大 小 或 接近 实际 天 小 
的 结构 牺 友 载 激 振 的 超大 型 振动 台 ， 可 以 期 待 不 久 将 可 获得 有 用 的 资料 2 。 

8.5.1 自由 振动 试验 

使 结构 物 项 部 产生 初始 位 移 ， 然 后 罕 抱 释放， 结构 物 就 作 有 阻尼 笑 由 振 斋 。 例 如 用 钢丝 
绳 拉 ， 使 之 产生 初 娩 位 移 ， 并 后 突然 切断 : 或 在 建筑 特 顶 部 壮 必 处 变 火 箭 简 ， 利 骨 旷 气 的 
及 力作 用 使 结 构 物 振动 *”。 

使 结构 物 顶 部 产生 初始 位 称 后 ， 因 为 建筑 物 本 要 以 一 阶 振 型 振动 ， 所 以 把 它 关 成 是 单质 
点 有 阻尼 系统 ， 当 初始 位 移 为 Xt0) 一 xxo， 初始 速度 为 #(0) 一 0 时 ， 自 由 振动 的 时 程 出 式 
(2.54) 所 示 为 


og ht 
Xn COST 1 一 站 2ot 十 而) 


图 形 如 图 2.18 所 示 。 实测 时 可 以 得 到 这 种 形状 的 位 移 记 站 。 所 得 记录 相 邻 峰 信之 间 的 时 间 问 
隔 如 图 所 示 为 有 阻尼 辕 有 周期 全 :二 (27/6)/Y 1 一天， 如 果 i2 关 0 ， 则 这 个 时 间 间隔 给 曙 系 
统一 阶 振 型 的 无 阻尼 固有 周期 全 。 

实际 于 较 好 的 办 车 不 是 只 取 两 个 相 邻 峰值 的 时 间 间 隔 ， 而 是 读 取 个 峰值 间 的 时间 间 陆 
求 平均 慎 


T=(tais—tn)/ nt (Ca) 
以 同样 的 方法 求 得 若干 个 平均 值 ， 然 后 再 作 平 欧 。 
设 相隔 个 周期 的 峰 慎 为 Xa ,xmss, 出 式 (2.60) 有 关系 lIn{xo/Xoin)/n 一 2 1 一 ji, 
誉 2 与 0 时 可 通过 
h = n(xe/xnts) (b) 
求 得 一 阶 振 型 的 阻尼 比 。 最 好 也 重复 多 次 求 其 平均 值 。 


[例题 38。20] 由 自由 振动 实验 得 图 8.3 的 记录 ， 求 加 有 周期 及 阻尼 比 。 
[ 解 ] 由 图 读 取 各 峰 慎 振幅 x*s， 由 式 ( a ) 及 Lb ) 求 得 固有 周期 及 阻尼 比如 下 下 : 


20) 主要 参见 金井 清 博 士 的 许多 文献 。 
21) Ohsaki,Y ,On Aseismic Proving Test Project Using A Large-Scale Vibration Table,U .S.Japar 


Cooperative Research Program Utilizing Large-Scale Testing Facilities, Tokyo,September 1977. 
22Y Ohsaki, Y.,The Use vf Jet Reaction for Dynamic Tegt of Buildings, Trans.Architectural Insti- 
tute of Japan, No 42,September 1967, 
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Li tm fm. Tts) Xm Xm.5 瑚 
1 0 .40 2 ,47 0 .414 10.3 .5 | 0.0264 
们 1 .90 上 站 -4 号 8.9 4.1 | 了 3 了 
9 1.22 #4,.29 和 7 了 .5 3.5 242 
4 69 4.68 CE | .0 ， 2.9 231 
五 呈 .0 吕 是 ， 册 出 [ee §.0 里. 总 吕 344 

平 区 | 向, 412 | 0.0244 

PE 一 一 一 

8.5.2 强迫 振动 试验 
强迫 振 动 试验 按 激 振 方式 分 类 有 起 


振 机 匠 据 ， 以 及 用 振子 作 同 步 籼 振 等 方 
法 全 "这 圭 方 法 都 可 以 使 结构 物 按 任 
意 频 率 作 谐 和 振动 。 在 附近 屯 基 用 炸药 
爆料 ， 或 进行 好 震 观 测 等 都 着 广 义 的 强 
迫 振 动 试验 ， 担 观 铀 记录 的 波形 复杂 ， 
分 析 比 较 轩 难 。 本 节 专 门 过 论 用 起 振 机 
激 振 的 振动 试验 。 

有 。 起 握 机 

如 图 8.4( ay) 所 示 ， 质 其 为 Ho， 加 
转 半 径 为 + 的 重 儿 ， 以 角 速 座 名 转动 ， 
刚 沿 半径 方向 对 回转 轴 的 离心 力 为 
mor@?。 这 个 雇 心 力 是 共有 为 的 量 纲 的 
转动 舌 量 ,如 2,2.5 节 所 述 可 用 复数 P= 
ioraze1” 表示。 

今 用 两 个 重 备 如 图 8.4fb) 所 示 那 
样 组 侣 成 线 牌 直 轴 的 转动 机 构 ， 两 钵 相 
对 位 置 好 图 ， 以 同一 角速度 @ 刘 向 转 (3) 
动 ， 期 起 振 力 为 

P=—mroie *t mroe™ er 
~—2mro:oosgmt 

它 只 引起 x 方向 作用 的 激 振 力 。 如 果 两 图 3.4 起 振 机 原 如 
狂 相 对 位 置 如 图 (c ) 所 示 ， 还 是 递 向 转动 ， 风 上 只 引起 7 方向 的 激 振 力 。 和 如果 强 水 平 灿 转动 ， 
测 可 能 形成 水 平 向 或 上 下 方向 的 激 振 作 几 。 

起 振 机 原理 如 上 所 述 。 但 实际 起 振 机 多 如 图 8.5 或 8.6 所 示 ， 两 个 转动 机 构 上 下 二 选 ， 设 
计 成 绕 相 同 的 轴 沿 相反 方向 转动 。 还 有 的 用 三 个 以 上 的 重 锤 , 对 转轴 的 偏心 质量 总 和 注 m 下 
示 , 称 为 仿 心 质量 。 由 转 动 中 心 到 信心 质 芋 重 心 的 距离 称 为 转动 半径 。 两 者 之 积 mor 称 为 偏心 
矩 。 通 常 起 振 机 偏心 矩 可 以 调整 ， 转 动 速 座 名 也 可 以 巡 续 改变 ， 激 振 力 振幅 用 Po 一 tore: 表 


出 
23) 蕊 蘑 消 ， 太 田 外 党 睛 ， 管 尾 光 ， 足 立定 剖 ， 收 六 耻 超 高 启 世 山内 振动 支 且 ! 坟 吕 1， 实 粒 精 果 上 ， 日 本 建筑 学 会 大 


会 半 术 询 遍 梗概 集 ，1368 年 ， 
24 让 切 清 ， 本 田 外 气 暗 。 官 下 上 三， 忌 上 ' 交 P92， 报 于 振动 力 理 沦 的 校对 )， 日 本 建筑 学 会 肛 开 支部 第 39 辐 学术 经 究 
弹 六 会 ，198683 年 ， : 


图 8.3 自由 振动 试验 记录 


(e) 


和 和 二 全 


二 


杀 。 目 前 单 台 的 最 天 起 控 力 为 P。,: 一 150 t+ ， 还 可 用 好 几 台 同步 转动 ， 所 以 可 以 对 结构 物 施 
人 


图 8.5 起 振 机 财 8.6 起 振 机 


币 。 赵 拍 机 试验 方法 

以 图 定 的 角速度 持续 转动 偏心 质量 的 试验 岂 稳 术 试 验 。 起 动 后 按 一 定 比 例 逐 步 增加 转速 ， 
迷 到 某 个 转速 后 又 按 一 定 比 例 减 速 直 到 停止 状态 为 止 , 这 种 试验 英 叫 扫 找 试验 。 进 行 扫描 试验 
对， 每 当 起 据 机 的 转 遍 与 结构 物 各 
振 型 的 固有 频率 一 致 就 在 各 层 产生 
很 天 的 反应 ， 得 到 邵 图 8,7 所 示 的 
共 棕 曲线 。 实 际 上 大 多 数 采 到 每 隧 
适当 的 频率 进行 稳 态 试验 ， 完 成 各 
种 测定 后 ， 再 作 下 一 个 频率 的 稳 态 
试验 ， 即 分 段 扫 找 试验 。 在 共 据 曲 
线 蜂 和 值 吕 辽 、 频 素 的 划分 细密 些 为 
好 。 


据 幅 并 


如 果 贷 而 将 超 振 机 设 轩 在 搬 型 ” 萌 率 (Hs) 
的 节点 上 ， 列 至 少 在 理论 上 不 会 产 图 8.7 ”起 振 机 试验 的 共振 曲线 
生 这 个 所 型 的 氢 动 。 为 如 免 这 一 点 ， 尽 量 使 各 振 型 受到 同样 大 小 的 激励 ， 通 常 将 起 握 机 设置 
在 楼 板 . 上 。 
c 。 单质 点 对 的 起 报 机 试验 
特 起 振 力 为 more*sinmt 的 起 探 机 安装 在 单质 点 系 上 时 ， 运 动 方 程 为 
m+ce +kx*—morosinot (8.13) 
上 式 不 过 是 式 (2.71) 中 的 Po 一 more* 而 已 ,在 分 慌 失 指 试 验 中 反复 进行 稳 坊 试验 , 则 式 (2.74) 
中 只 需 考虑 特 解 。 由 式 (2.76) 得 反应 位 移 的 振幅 为 冬 一 (ora mm JAY (5 一 0 十 (2h50)， 
或 用 频率 表示 为 
如 一 (mor/m Yr 
Vy (hv) 
振幅 下 相对 于 频率 的 变化 关系 如 图 8,8， 实 际 上 由 位 移 社 实测 反应 位 移 并 将 其 结 巢 作 图 ， 也 
可 以 得 到 这 样 的 共振 曲线 。 


“2 1 


{8.14) 


如 图 ?2.25 所 未 ， 系 统 的 四 有 闫 率 Y， 即 引起 共振 振幅 的 频率 在 共 握 有 向 线 峰 值 附近 。 己 实 
际 上 难以 精 形 读 出 共振 频率 ， 所 以 由 实测 共振 朵 线 求 抽 有 频 举 有时， 川 下 面 的 广 泪 较 好 。 
由 图 8.8 的 原点 引 直 线 ， 直 线 方 程 为 
一 CT C 常数 《a) 
求 出 直线 与 共 据 曲线 的 交点 ， 即 趟 (8,14) 和 式 (a) 相 等 所 得 方程 (mor/m)yv*/ 
(一 7 十 [28 一 Co 的 要 ， 将 此 起 改写 为 


(8) emmy (E41 , 
设 其 两 个 根 为 wy Pas 由 根 与 系数 的 关系 得 到 (Y/Y) (327%) 二 1 ， 即 
YY (8.15) 


这 样 可 以 引 几 条 如 图 8.8 所 未 印 直 线 ， 分别 求 出 y 及 Ww， 由 式 (8.15) 算出 7 ,再 求 其 乎 均值 。 
巴 折 也 如 几 38.8 一 栏 ， 引 平行 于 横 胃 的 青 线 ， 直 线 方程 为 
=C CC， 常数 ‘ c) 
与 共 据 曲线 交点 处 的 频 率 汶 Wy、V。， 可 由 式 (8.14)】 与 式 (¢ ) 相 等 得 (norAnaJyzA 
Gy 于 (287V ?= Ce ， 即 
5 1 一 (mepmmnc)( Eo) —( 2 一 4 一) +1=0 
的 两 个 根 求 得 ， 根 与 系数 的 关系 为 
Ya Nz Pe 2 —41: 
( 半 -) 二 (全 一 (more | 
LA Ye 1 
( 了 ) (党 ) rmo) 
由 此 得 (十 YY/AOVsV4)* 一 2 一 4R2， 右边 和 为 小 量 ， 可 路 去 面 得 到 
一 31 
7” OE (8.16) 
像 前 边 一 痒 ， 斌 以 引见 条 横 线 ， 再 由 此 式 求 画 有 频 束 的 平均 侍 。 
扫描 实 监 时 激 振 力 的 振幅 为 moro* 一 4z2ory， 按 频率 的 平方 变化 。 这 时 单 位 汶 振 力 产 
生 的 位 移 及 应 振幅 为 


ATimorvi 4214W (Cv) (2) 


它 的 曲 越 形状 如 圈 8.9， 实 测 结 果 震 搂 照 一 定 药 淮 振 力 进行 换算 ， 也 可 以 得 到 类 似 的 换算 共 
振 曲 线 ， 令 式 〔〈8。.17) 中 ?= ， 则 换算 共振 曲线 的 共振 振幅 为 


(8.17) 


的 算 操 幅 间 


， Hs Ye 直率 ， 
图 8.s# 单质 点 系 起 振 机 的 共振 曲线 图 8.9 ”单质 点 系 起 振 机 的 独 算 共振 有 曲线 
*» 45 + 


1 1 
首 16s 二 nm oh 
因而 式 (8.17) 的 换算 振幅 为 


RR 
人 vv):+{(2hrvy) 《a) 


如 图 8 ,9 所 未 ， 在 换算 振幅 的 < 倍 高 外 引 氛 坦 的 平行 线 


首 二 全 :6s Ce} 
求 与 换算 曲线 的 交点 时 ， 可 令 式 (8) 与 式 (d ) 由 等 ， 交 饼 为 ww，V, 它 们 是 方程 
(二 | 一 2( 1 一 2 之 ) 十 1 一 4p27a: 一 用 《T ) 
的 根 。 式 [tt ) 中 4pz7a: 是 小 量 可 略 去 ， 则 与 式 (b ) 一 样 有 
了 一 we (383.18) 


由 此 可 求 得 区 有 频率 v 。 
解 式 (T ) 得 (V/AY)? 二 1 一 282 士 sw (1/2 六 二 1 十 让 忽略 入 导 内 的 可 有 (V/V)* 一 1 土 
2pw C1/a)? 一 1 一 282， 近似 有 
We 一 1 hv aT nh 
ve/¥= 1 hv (oa) 1 一 有 } 
如 图 所 示 ， 设 一 一 4v， A 一 六 一 2hY (Wa) ol, 即 


ay EH 和 EH: 提 和 
= 3071 yy (8.19) : 中 由 本 


由 此 可 求 得 阻尼 比 产 。 
存 式 (8,19) 中 令 & 二 1/Y? ， 则 阻尼 比 由 简单 的 
公式 表 示 


hy 
这 个 方法 称 为 半 功 率 法 。 但 应 指出 直线 的 高 度 不 必 限 定 为 
换算 共振 振幅 的 1 人 2 ， 可 以 引 若 于 条 与 模 轴 平行 的 ee 
维 ， 用 式 {8.19} 求 出 hh ， 再 求 平均 慎 ， 这 样 可 以 提高 精 频率 [Hz) 
座 。 图 8.10 起 振 栅 试验 结果 
【例题 8.211 在 单 层 房 屋 嵌 顶 安装 起 振 机 作 振 动 试验 ， 得 浊 的 换算 共振 册 线 如 图 8.10， 


求 固有 频率 及 阻尼 比 。 
[ 解 ] 由 式 (8.18) 及 (8.19)， 求 出 国有 频率 及 蛆 尼 比 如 下 霄 。 


刻度 & | VO a Ti | | 全 AY 有 
4 o.a79 | .642 7.30 | 1.69 T.39 0 .39 0 .043 
村 0.781 0,300 TI | 7.68 了 .89 0.51 0.048 
35 自 -68 1.066 7.00 17.73 了 .8B 0_78 0.0650 
30 0.586 1.384 8.87 7.89 了 .3 4 .02 0.050 
26 全 ,9 ] .7By .to 号 ,心间 了. 1 .4 站 -061 
me | 平易 了 .872 平均 0.0496 
四 aps mt eh end Ar 


则 。 多 质点 系 持 的 赴 拭 机 斌 验 
将 偏心 算 为 mor 的 起 振 检 安放 在 质点 系统 的 质点 ri. 上， 以 转速 【redys ) 起 据 ， 这 
时 系统 的 运动 方程 式 为 
EMU{2} [CCIE} +CEI{X} =mor@e!" {EY} «BE) 
式 中 48} 是 内 有 第 kk 个 分 量 为 1， 其 余 分 基 均 为 零 的 矢量 。 
设 系 统 有 既 典 的 正则 振 型 ， 振 型 矩阵 为 [1 3， 作 直列 坐标 变换 
{X 一 [IJTG} Ch) 
则 式 ( 5 ) 可 以 改写 为 
CUITEMICUIY} COITOILUIE HUITCKICOI {9} = more@, "CUIT{E} 
或 者 为 
{#} 十 [2 站 DoH Nt Ho =moroe "TM J UIT(E) (i) 
式 中 右边 EUJ 1E} 是 舌 最 
CUIT{IE} = {uu Pu 
因而 式 ( i ) 接 各 振 型 分 解 为 


(ja 
仙人 7 十 2 起 ( 人 站 人 mn gn = Ry mor el”: 了 一 1，2 .了 


式 中 性‘ 是 第 站 阶 正 由 质量 ， 这 个 方程 的 稳 杰 和 解 为 


Cf 
morow DP AM 


Ci) -0 人 
经 ww oan oo 
上 一 areGtan 一 人 《了 j) 
因此 性 意 质 点 mt 的 位 移 x: 可 由 式 ( h ) 求 得 为 
uu 


-gin {ot—p "7 } (8.20) 


Xi = or MD J oti my 
这 时 襄 据 力 振 帆 鸭 mo ro 搞 以 换算 成 相当 于 单位 激 振 力 的 换算 位 移 为 


Js 天 ty 


i 六 Mi v(m Poth oo 


i=1 


sin (oot 一 由 ) (8.21) 


或 者 是 
ni 4 


“= 下 53 ET 一 (oO mn) re 
式 中 中 是 第 了 阶 正则 弹簧 常数 ， 式 ( k ) 可 写 为 


sintat—$ 2 ) Ck) 


名 二 外 十 人 他 十 十 2 个 二 =- 立 $8 (8.22) 
i=1 
式 中 
条 人 一 率 咎 sin (mt— $B 9 
， WH 1 wi | 
DE VT Tae 0 2 C2n (@ /0 4 (1) 


胃 间 换算 位 移 丰 各 个 振 型 优 与 分 量 的 总 利 。 本 
一 般 纪 构 物 的 阻尼 比 训 中 能 值 很 小 ， 所 以 式 ( 1 ) 表 示 的 各 振 型 插 旺 辫 宁 的 大 小 主要 也 
» 247 * 


决 于 分 母 根 号 蕉 第 一 项 中 频率 比 的 平方 〔《oy/a ‘7 )?。 对 多 质点 系统 进行 扫 摘 试验 ， 当 起 
据 机 的 转 遗 @ 在 @ 二 @ ”附近 时 , 式 ( 1 ) 中 的 根 号 为 极 小 佳 , 瑟 中 相应 为 极 大 以， 这 时 换算 共 
据 曲 线 贞 现 话 慎 ,因而 图 8,?7 所 示 的 共振 曲线 也 出 现 详 值 。 

恒 是 对 某 些 阶 振 型 来 说 ， 在 峰值 处 其 他 振 型 的 参与 分 量 并 非 全 为 零 ， 即 峰值 中 不 同 程 凑 
地 摊 杂 了 其 他 援 型 的 影响 。 在 起 据 机 试验 中 ， 某 个 振 型 的 峰值 振幅 受 其 他 振 型 影响 的 现象 黎 
为 振 型 干涉 。 

由 多 质点 系统 起 振 宙 试验 结果 推 莫 系 统 国有 疾 率 及 阻尼 比 时 ， 有 必要 注意 以 下 凡 点 : 

( i》 当 国 有 类 率 % ?与 相 部 阶 振 型 的 固有 频率 % “tb 相隔 充分 远 ， 例 如 象 图 8.7 的 一 阶 
振 型 共振 点 附近 那样 ， 由 各 上 屋 的 共振 明 线 形状 可 以 判断 振 型 干 永 很 小 ,因而 娠 值 独立 存在 时 ， 
可 以 近似 采用 前 季 所 述 的 单质 点 系 分 析 方 法 。 

(i) 在 图 8.7 所 示 的 第 二 阶 振 型 共 拓 点 附近 ， 除 第 5 藉以 外 各 层 的 共振 曲线 也 与 上 述 情 
况 相 间 。 但 第 5 层 的 共振 曲线 显然 有 较 大 的 振 型 干涉 影响 ， 套 不 能 用 上 面 的 分 析 方 法 处 理 。 
这 种 强烈 千 涉 与 起 株 机 所 存 的 层 数 几乎 无 甘 。 这 是 因为 十 涉 是 在 原来 所 型 的 图 有 六 数 取 极 小 
值 处 产生 的 ， 比 如 图 86.13 中 二 阶 振 型 的 质点 了 处 。 

{i》 一 般 说 来 , 概 阶 振 型 引起 的 干涉 影响 纱 高 阶 振 型 要 强 , 但 是 因为 系统 的 转 性 不 同 ， 
并 非 总 是 如 此 。 因 而 有 的 方法 提出 利 月 低 阶 所 型 的 分 析 结 果 逐 次 消去 高 阶 振 型 处 的 干涉 影 
哆 2 ， 在 应 用 时 要 十 分 注意 它 的 适用 条 件 。 

(iy》 对 于 振 型 干涉 的 天 小 ， 便 于 判断 的 方法 是 事先 将 模型 的 共振 曲 线 中 各 握 型 的 参与 
分 量 ， 即 式 《8.22) 各 项 的 值 进行 试 算 。 但 此 时 要 注意 ,各 阶 振 型 有 式 ( ij) 所 表示 的 相位 差 。 


25》 Hoerner, J.B.& Jennings, P.C,Modal Intericrence in Vibration T¢ats,Proo. ASCE,Engintering 
Mechanics Divisiohn,Aumet 1869. 
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